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稀疏线性解法器：离实际应用有多远？



提纲

• 应用需求与算法框架

• 解法器现状：离实际应用的距离

• 算法的挑战：以AMG为例

• 总结与展望



应用需求

HPL(Linpack)：求解稠密线性代数方程组 (1993-)

HPCG：求解稀疏线性代数方程组(Poisson方程离散系统) (2014-)

国际超级计算机TOP500排行榜“考题”

2013-2015 2016-2017 2020-20212018-2019

目标：快速求解 Ax=b

2022-？

浮点速度(Flop/s)：每秒执行的浮点运算次数。

HPL:     61.4 PFlop/s (9)

HPCG: 0.58 PFlop/s (13)

93.0 PFlop/s (6)

0.48 PFlop/s (18)
148.6 PFlop/s (4)

2.9 PFlop/s (2)

442.0 PFlop/s (2)

16.9 PFlop/s (1)

1102.0 PFlop/s (1)

HPCG: ?



应用需求

目标：快速求解 Ax=b

1. 极大化算法速度(Dof/Flop)：选择一个好算法；

2. 极大化浮点速度(Flop/s)：选择一个好机器；选择一个好的
并行实现方法/性能优化方法(针对基本操作，如SpMV)；

3. 极大化求解速度：算法与性能优化协同设计。

Dof Flop
=              x    

Flop           s

Dof

s

用户最关心：极小化到解时间 (极大化求解速度)



应用需求：(计算/机器)规模越大，对算法要求越高

• Adaml定律(1967) → Gustafson 定律(1987)
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• J.Gustafson, Reevaluating Amdahl’s Law, 

CACM, 1988, 31(5): 532-533.

• J.Gustafson, et al, Development of Parallel 

methods for a 1024 processors hypercube, 

SIAM Sci. Comput., 1988, 9(4): 609-638.

• Brandt’s Golden Rule (1984): The 

amount of computational work should 

be proportional to the amount of real 

physical changes in the computed 

solution. Stalling numerical processes 

must be wrong. (ultimate upshot!)

Courtesy of G.Wittum

(中物院软件中心报告, 2016)



应用需求：(计算/机器)规模越大，对算法要求越高
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历史上重要的数值算法

高斯消元(GE, 236)

共轭梯度(CG,1952)

正交分解(SVD, 1958)

多重网格(MG, 1973)

Linpack等(1976)

Krylov-GMRES(1976)

预条件算法(1977)

MATLAB(1977)

Ax=b

N.Trefethen, Numerical  Analysis,  in Princeton 

Companion to Mathematics, T. Gowers, 2006.



许进超教授(PSU)：BPX预条件算
法(1988)、子空间校正框架(1992)、
HX/AMS预条件(2007) 。

许进超教授的算法应该列入

历史上重要的数值算法

Courtesy of Jinchao Xu’s slides

SciDAC Review, DOE, USA, March,2009.



Ax = b

Given x0 ;

Do Until Convergence:

xk+1 ← G (A, b, xk) ;

G为迭代格式，一组基本运算的组合 G(SpMV,dot,axpy,...)

Krylov methods: CG, GMRES, BiCGSTAB,…

主流算法框架：预条件迭代方法



M-1Ax = M-1b, M-1 (≈A-1)为预条件子

Given x0 ;

Do Until Convergence:

xk+1 ← G (M-1, A, b, xk) ;

G为迭代格式，一组基本运算的组合 G(precond,SpMV,dot,axpy,...)

Krylov methods: CG, GMRES, BiCGSTAB,…

Preconditioners: JAC/G-S, ILU, GMG, AMG,DDM,…

主流算法框架：预条件迭代方法

关于预条件子：1948年，Turing在他关于直接法
舍入误差分析的文章中首次使用Preconditioning

一词。1968年，Evans首次将其用于方程组求解。

Courtesy of Nick Higham

ε ≈ ek = (x* - xk )

Aek = rk =(b- Axk )

xk+1 = xk + M-1rk

xk+1 = xk + ε

残差方程

ε = M-1rk

预条件子本质：高效求解残差方程



离实际应用的差距

当前解法器远远满足不了实际应用的需求

离Poisson方程有多远？



Poisson方程求解速度有多快？



HPL(Linpack)：求解稠密线性代数方程组 Ax = b  (1993-)

算法：高斯消元(GE)/ 矩阵LU分解
计算复杂度：O(n^3)

HPCG：求解3D-7pts离散Poisson方程 (2014-)

算法：多重网格方法(MG) + 共轭梯度方法(CG)

计算复杂度： O(n + nc^3)

HPGMG：求解高阶FVM离散Poisson方程 (2014-)

算法：FMG方法 (在离散误差意义下的直接法)

计算复杂度：O(n)

回顾TOP500“考题”

指标：
FLOP/s

DOF/s
DOF        FLOP

=               x    
FLOP          s

S. William (LBNL), et al.
http://hpgmg.org



2018.11 排行榜

No.1  K Computer

DOF = 5.971 万亿, 663552核(82944*8), 

3.37s, 1243 GDOF/s

No.7  Edison-Cray XC30(LLNL), TOP500-78

DOF = 1.362 万亿, 127776核(10648*12)

4.6s, 296 GDOF/s

HPGMG:  S.William, et al, SIAM NEWS, 2018(4).

回顾TOP500“考题”

No.2  Sunway TaihuLight, TOP500-3

DOF = 4.194 万亿, 131072核, 

4.05s, 1036 GDOF/s 



实际应用离Piosson方程有多远？

Poisson速度比(RP)：
在相同计算条件下(程序/机器/核数)，求解相同自由度的Poisson方
程与实际应用问题，两者的最小到解时间之比.

DOF/s
DOF        FLOP

=               x    
FLOP          s

三个应用实例：
（1）工业仿真：电子学系统级封装
（2）工程计算：大坝结构力学分析
（3）科学计算：激光聚变数值模拟

九所某机器：DOF = 2.6亿, 8000核

HPGMG：0.09s, 2.8 GDOF/s

JPSOL+JXPAMG：69iters, 2.5s, 0.1GDOF/s



MatVecOps

Interfaces

Preconditioners

Algebra-based

Geometry-basedPhysics-based

Krylov iterations:  CG, GMRES, BiCGSTAB, …
Do k=1,2,…, Until Convergence:

      x
k
 ← Gk (x

k-1
) ;

Gk  = { Preconditioning  +  MatVecOps }

PCTL-3T
SpMM

Sym-Block

···

BJAC/DDM GMG ···

AMG ILU ···

SpMatT

SpGE

SpAInv

SpMV

dot

axpy

···

Implementation

JASMIN

JAUMIN

Open Source 

Solver Libs

Appl.-aware Auto-tuning Preconditioning Framework

AINV

JXPAMG

x ← preKrylov(A, b, x
0
, tol, maxiter)

Architecture-aware 

Auto-tuning 

Framework

PD-Block

BLAS Libs

JPSOL: Parallel SOLver based on JASMIN/JAUMIN

实际应用离Piosson方程有多远？



2016年，三星公司生产的Note7手机发生多

起爆炸，导致全球召回，损失巨大。

硅通孔布局优化、信号完整性分析、
功率分配网络优化、射频参数优化。

爆炸主要原因：手
机集成电路功率电
源与散热结构设计
缺陷。

例一：电子学系统级封装模拟
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• 大量薄片部件，实体多，实体间尺度跨越大，结构复
杂。材料分布复杂，求解大规模散射问题的方法失效。

• 不同的实体材料差异巨大，材料分布混乱。材料间物
理参数尺度变化大。

• 单元二面角太大或太小，长扁四面体，薄片结构附近
单元尺寸变化剧烈。

例一：电子学系统级封装模拟

滤波器 射频前端

• 多端口，多频率点，需反复求解线性系统。

• 复数系统，一个半正定算子减去一个正定算子导致

方程不定。



例一：电子学系统级封装模拟

胡少亮，徐小文等．系统级封装应用中时谐Maxwell 方程大规模计算的求解算法：现状与挑战．计算物理，38(2) ，2021

• COMSOL (GMG, 直接法)

• HFSS (DDM, 直接法)

• Feko (DDM, 直接法)

• JEMS-CDS (中物院软件中心)

求解策略 有效算法集@JPSOL

基于原复数矩阵 LU,  ASM_GMRES

基于等价实数矩阵
LU,  M(LU)_GMRES,  Md(ASM)_GMRES 

Md(HX)_GMRES , Md(HX)_CG



例一：电子学系统级封装模拟

胡少亮，徐小文等．系统级封装应用中时谐Maxwell 方程大规模计算的求解算法：现状与挑战．计算物理，38(2) ，2021

DOFs 直接法 预条件迭代法

1,765,074 0.047 M(LU) 0.100

13,957,912 0.003 Md (HX) 0.023

111,017,824 ~0 Md (HX) 0.019

DOFs 直接法 预条件迭代法

12,502,683 0.021 M(LU) 0.098

99,071,137 ~0 Md (HX) 0.009

滤波器

Poisson速度比

射频前端：

2111个实体，尺寸跨度0.025-20mm



例一：电子学系统级封装模拟

胡少亮，徐小文等．系统级封装应用中时谐Maxwell 方程大规模计算的求解算法：现状与挑战．计算物理，38(2) ，2021

射频前端：

2111个实体，尺寸跨度0.025-20mm

DOFs 直接法 预条件迭代法

12,502,683 0.021 M(LU) 0.098

99,071,137 ~0 Md (HX) 0.009

Poisson速度比

DOFs 直接法 预条件迭代法

7,134,040 0.0015 Md(HX) 0.006

56,939,637 ~0 Md(HX) 0.002

材料：空气、硅、铜、HTCC和Teflon射频前端：4800个实体，尺寸跨度0.01-10mm



天生桥一级面板
坝实际破损形态

大坝

例二：大坝结构力学分析

接触

模型

• 多物理耦合、接触非线性：水利工程中挑
战性计算问题。

• 复杂构型、几何保真：高质量几何建模与
网格生成。

• 隐式求解：载荷步-非线性接触迭代

力-热

模型



Rong Tian, Mozhen Zhou, Jingtao Wang, et al, A challenging dam structural analysis: large-scale implicit thermo-

mechanical coupled contact simulation on Tianhe-II, Computational Mechanics, DOI 10.1007/s00466-018-1586-5, 2018. 

例二：大坝结构力学分析

大坝多体接触系统

10cm分辨率

天生桥一级面板坝实际破损形态

大坝

广西隆林天生桥面板堆石坝：坝高178米，坝顶宽1168米

首次通过数值模拟手段
定量分析和证实了混凝
土升温膨胀效应是导致
该坝频繁发生面板挤压
破损的主要原因，得到
设计单位认可。

应用软件：PANDA

计算规模: 11亿Dofs,

天河二号：16000 CPU核
计算时间：37分钟

Poisson速度比 = 0.0022



Rong Tian, Mozhen Zhou, Jingtao Wang, et al, A challenging dam structural analysis: large-scale implicit thermo-

mechanical coupled contact simulation on Tianhe-II, Computational Mechanics, DOI 10.1007/s00466-018-1586-5, 2018. 

例二：大坝结构力学分析



三峡大坝亚米分辨率结构力学分析：10公里地基-整个坝体-80个坝段-130纵
缝、80横缝-廊道-0.25m排水孔。

例二：大坝结构力学分析
• 模型：三峡大坝

线弹性静力学分
析。含地基和详
细坝段，考虑全
局重力和水压载
荷，底部使用固
定边界条件。

• 中国水利水电科
学研究院、中物
院数值模拟软件
中心

• 应用软件: PANDA



例二：大坝结构力学

PANDA@JAUMIN；AMG-CG@JXPAMG-JPSOL

2018/3：48000核@天河二号，6.5小时，982迭代;

2018/5：49152核@九所机器，25分钟，593迭代; 

2019/10：49152核@九所机器，7.3分钟,  593迭代;

初始四面体网格146万 自由度

加密4次，101亿网格，51 亿DOF

3DPoisson: DOF 58.3亿, 49152核, 15.1s.

Poisson速度比：0.034
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例三：激光聚变数值模拟

2021年8月8日：NIF获得了超过1.3MJ的聚变放能，

将 3个足球场大小的激光束，聚焦到直径为 6mm大

小的靶丸上，产生了人类头发丝直径大小的点火热斑，

在0.1ns内放出了1亿亿瓦特的聚变功率。 NNSA局长

称这一结果无与伦比，使人类处于聚变点火门槛。

1 微米 1厘米 10米

3个足球场

美国国家点火装置
(NIF)@LLNL：

激光192束，能量
1.8MJ。



例三：激光聚变数值模拟

涉及学科：辐射流体力学、粒子输运、
等离子体物理、原子物理、热核反应动
力学等。

裴文兵、朱少平：

激光聚变中的科学计算，

物理，2009, 38(8)



例三：激光聚变数值模拟

涉及学科：辐射流体力学、粒子输运、
等离子体物理、原子物理、热核反应动
力学等。

➢ 问题特点

• 多介质、大变形、极端物理状态

• 多时空尺度 (1微米～亚厘米、fs-
100ns)

• 多物理过程（非平衡、强耦合）

➢ 模拟要求

• 实际构型

• 定量正确

➢ 软件要求

• 高精细建模

• 高分辨率高精度离散

• 高效率运行



例三：激光聚变数值模拟

涉及学科：辐射流体力学、粒子输运、
等离子体物理、原子物理、热核反应动
力学等。
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RHD模型 DOF
CPU

核数
求解时
间(平均)

Poisson

速度比

Poisson求解
时间 (自由度)

2D3T(ALE) 30万 10 0.39秒 0.36 0.14秒(30.2万)

2D (20群ALE) 10万 10 0.14秒 0.29 0.04秒(10.2万)

2D3T(Euler) 2097万 1024 0.63秒 0.33 0.20秒(2116万)

3D3T(Euler) 17.3亿 16384 137.5秒 0.088 12.1秒(17.9亿)

3D(20群Euler) 21亿 32000 604.4秒 0.014 8.4秒(21.0亿)

3D(64群ALE) 7040万 2100 571.2秒 0.008 4.5秒 (7147万)

➢ ICF典型模型@JASMIN/JAUMIN (解法器：JPSOL-JXPAMG)

例三：激光聚变数值模拟



解法器算法与性能优化竞赛(SolverChallenge)

10个竞赛题目
来自5个行业领域
激光聚变
工程力学
油藏模拟
电子学系统
集成电路

解法器快速算法及应用研讨会(Solver)

https://www.solver-conference.cn/

由于疫情原因，会议及竞赛答辩
推迟到12月26-27日在北京举行。

Solver22：
7月20日-24日，重庆。

SolverChallenge22：
已经启动，7月23日揭晓。

第一届
(SolverChallenge21)



解法器挑战：以AMG算法为例



多重网格：是一种多级结构算法，
具有最优计算复杂度性质。

支撑实际应用大规模计算

目标：快速求解 Ax=b

计算复杂度低、并行度高

适应不同机器架构(同构-异构)

用户友好 (通用性、健壮性)

适应批量应用(行业-领域)

为什么是AMG？

代数多重网格
(AMG)



• AMG softwares/libraries

– BoomerAMG in Hypre, LLNL (开源)

– MueLu in Trilinos, SNL (开源)

– GAMG in PETSc, LBNL (开源)

– PyAMG, University of Illinois (开源)

– LAMG, LANL

– FAMG in UG, G-CSC, Frankfurt

– JXPAMG in JAS/UMIN, IAPCM & XTU

– SAMG, Fraunhofer SCAI (商业)

– AGMG, Universite libre de Bruxelles (商业)

– AmgX, NVIDIA  (商业, ANYSIS/FLUENT)

– SMS-AMG, VINAS Ltd (商业)

首个AMG商业软件(1995-)

Algebraic Multigrid (AMG) for Ax=b

AMG效率与问题/机器相关。

首个并行AMG软件(1998-)



Geometric Multigrid (GMG)

M-1 = P (Ac)-1R · S

: Divide and Conquer Rule

e = Low frequency  + High frequency

插值和限制算子

Ae = r

R

R

P

P

S

S S

S

(Ac)-1

粗网格校正 光滑子

Fedorenko, Brandt, Hackbusch,1973
GMG：实用化问题



M-1 = P (Ac)-1R · S

: Divide and Conquer Rule

e = Low frequency  + High frequency

插值和限制算子

Ae = r

R

R

P

P

S

S S

S

(Ac)-1

粗网格校正 光滑子

GMG -> AMG



M-1 = P (Ac)-1R · S

: Divide and Conquer Rule

e = Low frequency  + High frequency

Ae = r

R

R

P

P

S

S S

S

(Ac)-1

( )ij n n
A a


=

GMG -> AMG

插值和限制算子

粗网格校正 光滑子



M-1 = P (Ac)-1R · S

: Divide and Conquer Rule

e = Low frequency  + High frequency

Ae = r

R

R

P

P

S

S S

S

(Ac)-1

GMG -> AMG

Setup Phase：粗化+粗网格矩阵

• Ω = Ωc U Ωf (C/F Splitting)

• P: Ωc → Ω (Interpolation)

• Ac =RAP (Galerkin method)

(R = PT)
C-AMG

Brandt, Ruge, McCormick,1982

插值和限制算子

粗网格校正 光滑子
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• Algorithm variants

• Classical AMG (C-AMG),  1980s

• SA-AMG / UA-AMG, 1990s

• AMGe / ρAMGe, αAMG / αSA-AMG, 2000s

• Bootstrap AMG / Lean AMG / AI-AMG, 2010s

• Parallel Coarsening:  RS-type, CLJP, FSB, Relaxed-type, PMIS, …..

• Applications

• radiation-hydrodynamics, oil/ground reservoir, structural mechanic, electro-

magnetic environment, semi-conductor device, automotive design, circuit 

design, QCD, etc.

• elliptic/parabolic, Navier-Stokes, helmholtz, Maxwell, elasticity, drift-diffusion, 

eigenvalue, non-PDE system (Markov chain, image/graph analysis, etc)

• Roles

• Preconditioner for the problems close to M-matrices. (Combined with Krylov)

• Component for complicated problems (e.g. HX/AMS for Maxwell, PCTL for RHD)

Algebraic Multigrid (AMG) for Au=b



• 40年:三个主要阶段，应用驱动的典范。

Algebraic Multigrid (AMG) for Au=b

19951982

经典 AMG
(Ruge-Stüben)

2001

第一个
并行AMG软件
(BoomerAMG ,

LLNL)

第一篇
并行AMG文章
CLJP (LLNL)

FSB(SCAI)

第一个
AMG商业软件
SAMG (SCAI) 

低算子复杂度(PMIS/HMIS)

(De Sterck, Yang, Heys)

20221960s-1970s

GMG

Fedorenko

Bakhvalov

Brandt

Hackbusch

basic parallelizing extreme-scale

1987 1998/99 2006

road to Exascale

第一篇AMG文章
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McCormick

Ruge
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Algebraic Multigrid (AMG) for Au=b

AMG 综述文章:

• Ruge & Stüben (1987), Algebraic multigrid, in Multigrid, McCormick, SIAM, 73-130.

• Stüben (2001), An introduction to AMG, in Multigrid, Trottenberg, Academic Press, 413-532.

• Falgout (2006), An introduction to algebraic multigrid, CiSE, 8: 24-33.

• Xu & Zikatanov(2017), Algebraic multigrid methods, Acta Numerica, 591-721.

• 徐小文(2019),  并行代数多重网格算法：大规模计算应用现状与挑战，数值计算与计算机应用, 青
年评述，40(4): 243-260.

多重网格入门文献:

• W.Briggs, V.Henson, S.McCormick, A multigrid tutorial, 2nd Edition, SIAM, 2000.

• U.Trottenberg, C.Oosterlee, A.Schuller,  Multigrid,  Academic Press,  2001.

• 谷同祥，徐小文等，迭代方法和预处理技术(下册) 第2章“多层预处理子”，科学出版社，2015.

• 相关文献推荐



AMG的效率问题
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关键:  收敛速度(nits) 与 算子复杂度(CA ) 之间权衡。
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约束：低算子复杂度是大规模计算的必要条件 (尤其是三维问题)。

• De Sterck, Yang, Heys, Reducing complexity in parallel AMG preconditioners, 

SIMAA, 2006.

关键:  收敛速度(nits) 与 算子复杂度(CA ) 之间权衡。

插值和限制算子

粗网格校正 光滑子



AMG efficiency issues

( )u f−  = Poisson-like equ.,  AMG-GMRES(20), PMIS coarsening, tol = 10-8

• 问题1: 低算子复杂度导致算法收敛速度退化。

mesh_size #cores
k

constant anisotropic one-jump three-jump random(1-103)

643 1 19 20 22 25 21

10243 4096 91 50 416 515 553



粗网格层：
• 访存/通信模式复杂；
• 通信计算比高；

( )u f−  = Poisson-like equ.,  AMG-GMRES(20), PMIS coarsening, tol = 10-8

• 问题1: 低算子复杂度导致算法收敛速度退化。

• 问题2：粗网格层复杂计算/通信模式导致浮点效率低和性能波动大。

Level 0
Level 2 Level 3
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AMG efficiency issues

Ac =RAP



( )u f−  = Poisson-like equ.,  AMG-GMRES(20), PMIS coarsening, tol = 10-8

• 问题1: 低算子复杂度导致算法收敛速度退化。

• 问题2：粗网格层复杂计算/通信模式导致浮点效率低和性能波动大。

Level 0
Level 2 Level 3

mesh_size #cores
k

constant anisotropic one-jump three-jump random(1-103)

643 1 19 20 22 25 21

10243 4096 91 50 416 515 553

AMG efficiency issues

Ac =RAP l = 0 l = 1 l = 2 l = 3

l = 4 l = 5 l = 6
毛润彰提供



AMG efficiency issues

1. 复杂问题(3D)：如何同时确保低算子复杂度和快速收敛？

2. 大规模并行：如何避免/降低粗网格层并行效率的损失？

3. 基本组件( RAP, SpMV )：如何提升结点内浮点效率 (多核/异构)？

① Setup(l =1:L) { RAP }

② Cycle(l =1:L) { SpRr, SpAx, SpPe }

4. 实际应用场景：如何避免/降低AMG导致的机器性能波动？

4个挑战

徐小文(2019),  并行代数多重网格算法：大规模计算应用现状与挑战，
数值计算与计算机应用, 青年评述，40(4): 243-260.
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总结与展望



总结与展望

一个例子：Charon程序，AMG+GMRES

今天，这个现象依然非常普遍！



展望：如何匹配应用特征与机器特征

机器
特征

应用
特征

海量并行

多级嵌套

异构协同

多物理耦合

多介质

多尺度

大变形

复杂网格

多物理耦合

动态变化

快速演变

F(ops)算法策略 实现策略

算法空间
组合：O(1)~O(10

3
)

实现空间
(...)

SpMM

SpMatT ILU

SpAInvSpMV

dot

axpy

SpLU/GE

多核/众核

算法的差距：与Poisson方程的距离 (HPGMG,O(n))

激光聚变(n=109)，RP =0.01-0.02

结构力学(n=109)，RP =0.02-0.03

电子学系统(n=108)，RP =0.009

实际模拟，相差2个量级以上。

浮点效率的差距？
(SpBLAS, HPCG)

Dof Flop
=             x    

Flop          s

Dof

s

实际应用场景下，如何确定
最优算法策略与实现策略？
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实际应用场景下，如何确定
最优算法策略与实现策略？

智能型算法框架：实现算法空间到特征空间的映射。

• 自动调优机制：能够在模拟过程实现算法、组件
和参数的自动调整，基于特征建模与分析。

• 人工智能/机器学习：基于学习模型进行预测。



http://www.iapcm.ac.cn 

http://www.caep-scns.ac.cn

谢谢！
北京应用物理与计算数学研究所

中物院高性能数值模拟软件中心


