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摘 要

在经典 Poisson-Nernst-Planck (PNP) 模型框架下，研究了外加振荡电场对纳米尺度
管道中离子输运性质的影响。利用多尺度平均化方法和数值模拟，我们研究了三种情况：

(1) 沿管道方向施加时间振荡电场；(2) 沿管道方向施加时间振荡电场，并与空间周期性
分布的电场相结合；(3) 在管道壁存在周期性表面电荷分布的情况下，施加沿管道方向的
时间振荡电场。对于高振荡频率的情况，我们推导出了首阶近似的等效模型。结果表明，

管道内离子分布和平均输运性质仅与外加振荡电场的时间和空间平均值有关，而与振荡

频率无关。
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Abstract
The effect of an oscillating external electric field on ion transport in nanoscale channels

is investigated within the framework of the classical Poisson-Nernst-Planck (PNP) model.
Three cases are analyzed by multiscale method: (1) an externally applied time-oscillating
electric field along the channel direction; (2) a time-oscillating electric field coupled with
a spatially periodic electric field along the channel; (3) an oscillating electric field applied
along the channel direction in the presence of periodic surface charge distributions on the
channel walls. An effective model for high oscillation frequencies is derived by consider-
ing the leading order approximation, which shows that the ion distribution and average
transport properties within the channel depend only on the time and space averaged prop-
erties of the external oscillating electric field. Numerical simulations on a two-dimensional
single-channel nanoscale model confirm the validity of these analytical results.
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1. 简介

离子运输是生物体内外物质交换、神经信号传递、细胞功能维持等多个重要生理过

程中的基础现象 [1–4]，对于生物体的正常运作至关重要。作为细胞内外物质转运的关键

机制，离子输运不仅在生物体内的电生理过程 [5] 中发挥着核心作用，还对新型纳米材

料的设计 [6,7]、能源存储设备的开发 [8,9] 等领域具有重要影响。近年来，电磁场对生物

膜中离子通道功能的调控作用成为了一个研究前沿 [10–13]。不同频率、强度的电磁场通

过多种机制改变离子通道的传导特性，进而影响离子输运的速度、方向和选择性。这些

变化不仅揭示了生物体内电磁场与离子输运之间复杂的相互作用机制，也为开发基于离

子输运的纳米传感器、新型电池技术和生物电治疗等提供了应用前景。尤其在纳米尺度

下，电磁场对离子输运产生的微观效应更加明显，成为进一步探讨生物电过程及其调控

机制的重要研究方向。

在描述离子输运的经典模型中，Poisson-Nernst-Planck (PNP)方程被广泛应用。PNP
模型结合了离子在布朗运动与电场共同作用下的运动规律，其中电场不仅包括外部施加

的电场，还包括离子运动过程中自发产生的电场。该模型已成功应用于生物离子通道、

半导体器件和电化学系统的模拟 [14–19]，能够有效描述电场和扩散场对离子输运的共同

影响，进而揭示生物体系中的离子输运机制。然而，传统的 PNP 模型主要关注静态电
场的影响，未能考虑电场的动态变化，尤其是在许多实际应用中，电磁场常常呈现振荡

特性，这可能对离子输运产生截然不同的影响。因此，将振荡电场引入 PNP 方程并研
究其对离子输运的影响，对于深入理解生物体内电磁场与离子输运之间的相互作用具有

重要意义。

尽管如此，对于高频振荡电场，其频率远高于离子的扩散时间尺度，直接将振荡电

场的周期作为时间尺度进行数值模拟面临巨大的计算开销。因此，为了有效处理这一问

题，需要对 PNP 模型进行简化，采用合适的近似方法来捕捉振荡电场的影响，从而在
高频情况下进行高效的数值模拟。

多尺度平均化分析是解决此类问题的有效方法之一。通过在不同时间尺度上对系统

进行平均化处理，该方法能够在不深入研究微观细节的情况下，揭示系统的宏观行为 [20]。

这一理论适用于多尺度、非平衡态的物理过程，能够描述微观过程与宏观现象之间的相

互作用。基于这一方法，我们推导出在外加振荡电场作用下，PNP方程的平均化等效形
式，分别研究了以下三种情形：(1) 沿管道方向施加时间振荡电场；(2) 沿管道方向施加
时间振荡电场，并与空间周期性分布的电场叠加；(3) 在管道壁存在周期性表面电荷分
布的情况下，施加沿管道方向的时间振荡电场。分析表明，在首阶逼近下，管道内离子

分布和输运性质主要由外加振荡电场的时间平均值决定，与电场的振荡频率无关。换句

话说，尽管外加电场是动态变化的，但振荡电场的频率并未显著改变离子的平均输运行

为。
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此外，本文通过在实际纳米尺度下的数值实验对理论结果进行了验证。数值结果表

明，在不同电场频率逐渐增大的情况下，离子浓度分布和通过管道的总电流趋向于与时

间平均化的等效模型一致，进一步确认了在考虑电场和扩散场驱动的离子输运系统中，

超高频电场的振荡频率对离子输运性质的影响可以忽略不计。该实验结果支持了我们关

于 PNP 模型首阶逼近的理论，表明振荡电场的频率对离子的平均输运行为不会产生显
著影响。

本文结构安排如下：在第二节中，我们简要介绍了 Poisson-Nernst-Planck (PNP)方
程及其无量纲化处理方法。在第三节中，我们用多尺度平均化理论分析了上述三种情形

下的离子输运行为，并给出了渐进情况下平均化的等效模型。在第四节中，我们详细描

述了数值模拟所采用的时空离散和线性化方法。并在第五节中，针对第三节中分析的三

种情形分别进行了数值模拟，实验结果展示了不同电场频率下离子浓度分布及总电流的

变化情况，很好地验证了理论分析的结果。最后一节，我们对本文的内容进行了总结。

2. Poisson-Nernst-Planck 方程与无量纲化

我们本节首先简要介绍经典 PNP方程，及其中各个物理量的含义和初边值条件。然
后，我们对方程进行无量纲化处理，以便于后续的分析和计算。

2.1. Poisson-Nernst-Planck 方程

PNP 方程描述了一个包含 N 种带电粒子的系统，这些粒子的运动是由布朗运动和

区域内的总电场驱动的。区域内的总电场包含了系统外加电场和这些粒子的自建电场。

我们考虑一个具有 Lipschitz 连续边界的有界区域 Ω ⊂ Rd (d = 2, 3) 和时间区间 [0, T ]，

则 PNP 方程如下：

∂ci
∂t

+∇ · Ji = Ri, in Ω,

Ji = −Di (∇ci + βqici∇Φ) , i = 1, 2, . . . , N,

−∇ · (ε∇Φ) =
N∑
i=1

qici +Q0, in Ω.

(2.1)

其中各符号所表示物理量的含义及其常用国际单位制如下：

• ci(x, t) 是第 i 种带电粒子的浓度，常用单位为 M = mol/L = 1000NAm−3；

• Φ(x, t) 是区域内的总电势，常用单位为 V；

• Ji(x, t) 是第 i 种带电粒子形成的密度流，常用单位为 M · m/s；

• Di 是第 i 种带电粒子的扩散系数，常用单位为 m2/s；

• qi = ziec 是第 i种带电粒子所带的电荷量。其中 zi 是第 i种带电粒子的化合价，是

无量纲量。ec 是单位电荷，常用单位为 C；
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• Ri 是第 i 种带电粒子的反应（生成或复合）速率，常用单位为 M/s；

• ε > 0 是介电常数，常用单位为 C2/(J · m)；

• Q0(x, t) 是系统外部电荷密度，常用单位为 C/m3；

• β = 1
kBTK

，其中 kB 是 Boltzmann 常数，TK 是绝对温度，β 的常用单位为 J−1；

上述 PNP方程常用的初边值条件如下。初值条件只需给定带电粒子浓度的初值，即

ci(x, 0) = c0i (x), i = 1, 2, . . . , N. (2.2)

电势 Φ 通常给定的边界条件为 Dirichelet 边界条件和 Neumann 边界条件，即 Φ = ΦD(x, t), on ΓD ⊂ ∂Ω,

ε
∂Φ

∂n
= σs(x, t), on ΓN ⊂ ∂Ω.

(2.3)

其中，ΦD 是给定的外加电压，n 是区域边界的单位外法向量，σs 是给定的表面电荷密

度。带电粒子浓度 ci 的边界条件通常为 Dirichelet 边界条件或定流量边界条件，即{
ci = ci,D(x, t), on ΓD,i ⊂ ∂Ω,

Ji · n = gi(x, t), on ΓN,i ⊂ ∂Ω.
(2.4)

其中，ci,D 是给定的第 i 种粒子的浓度，表示系统在该边界和一个平衡态的大粒子源连

通，因此 ci,D 通常为一个固定常数 cbulk
i ，即是外部粒子源第 i 种粒子的体浓度。而 gi

是第 i 种粒子在该边界的流通量，特别的，如果 gi ≡ 0，则表示该边界不允许第 i 种粒

子流通，称为阻塞边界。在后续的分析中，我们考虑的计算区域描述的是连接两个大带

电粒子库的管道，即粒子浓度 ci 在管道的两端和管道壁的边界条件如下：{
ci = cbulk

i , on ΓD,i ⊂ ∂Ω,

Ji · n = 0, on ΓN,i ⊂ ∂Ω.
(2.5)

2.2. 方程的无量纲化

为了方便后续的分析和计算，我们需要对上述 PNP 方程 (2.1)进行无量纲化。通常
我们选择大粒子库中的粒子浓度 cbulk

i 作为浓度的基准，将方程的主变量转化为 ci 和

cbulk
i 的比值 c∗i，再利用常参数 β 和 ec 将电势 Φ 无量纲化，即对于的变量变换为

c∗i =
ci
cbulk
i

, Φ∗ = ecβΦ. (2.6)

将 (2.6) 代入方程 (2.1) 及其初边值条件 (2.2)(2.3)(2.5) 中，可以得到无量纲化后的
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PNP 系统，即



∂c∗i
∂t

+∇ · J∗
i = R∗

i , in Ω,

J∗
i = −Di (∇c∗i + zic

∗
i∇Φ∗) , i = 1, 2, . . . , N,

−∇ · (εr∇Φ∗) = κ
N∑
i=1

cbulk
i zic

∗
i +Q∗

0, in Ω,

c∗i (x, 0) =
c0i (x)

cbulk
i

, in Ω,

c∗i = 1, on ΓD,i,

J∗
i · n = 0, on ΓN,i,

Φ∗ = ecβΦD(x, t), on ΓD,

εr
∂Φ∗

∂n
=
ecβ

ε0
σs(x, t), on ΓN .

(2.7)

其中，R∗
i = Ri

cbulki
，Q∗

0 = ecβ
ε0
Q0，εr 是介质的相对介电常数，ε0 是真空介电常数，κ = e2cβ

ε0
。

为符号简洁，在后续章节中，我们省略 (2.7) 中无量纲变量的上标 ∗。

此外，在数值实验中，考虑到在国际单位制下的各种物理量具有非常大的量级差，

如表 1 所示，我们需要进一步对 (2.7) 中的物理量进行单位变换，将其统一到合适的单
位下，以避免数值计算中出现非常大和非常小的物理量给计算带来困难。自然地，我们

通常选择单位长度 UL 为区域 Ω 的特征长度，单位时间 UT 为扩散过程的时间尺度。

物理量 符号 常用国际单位制下的数值

单位电荷 ec 1.602× 10−19 C
扩散系数 (K+) DK+ 1.96× 10−9 m2/s
扩散系数 (Cl−) DCl- 2.03× 10−9 m2/s

水的相对介电常数 (25°C) εr 80.1

真空介电常数 ε0 8.854× 10−12 C2/(J · m)
玻尔兹曼常数 kB 1.381× 10−23 J/K

25°C 对应的绝对温度 TK 298K

表 1: 物理量基本信息
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3. 多尺度平均化理论

图 1: 计算区域 Ω 和边界类型示意图

本节中，我们具体考虑一个计算区域为 Ω = [0, Lc] × [0, dc] 的矩形管道，如下图 1
所示，其中 Lc 和 dc 分别是管道的长度和宽度。基于该计算区域 Ω，外加振荡电场的

PNP 方程如下

∂ci
∂t

= ∇ · {Di [∇ci + zici (∇Φ−Eex)]} , in Ω,

−∇ · (εr∇Φ) = κ
N∑
i=1

cbulk
i zici +Q0, in Ω,

ci(x, 0) =
c0i (x)

cbulk
i

, in Ω,

ci = 1, on ΓD = ΓD1
∪ ΓD2

,

Ji · n = 0, on ΓN = ΓN1
∪ ΓN2

,

Φ = 0, on ΓD1
,

Φ = ecβΦD, on ΓD2
,

εr
∂Φ

∂n
=
ecβ

ε0
σs(x), on ΓN = ΓN1

∪ ΓN2
.

(3.1)

其中，初值条件 c0i (x) 是 Eex = 0 情况下稳态 PNP 方程的解，边界条件 ΓD2
和 ΓD1

分

别表示管道的出入口，在这两个边界上 ci,Φ 均设置为 Dirichlet 边界条件，电势 Φ 在左

端设置为 0，在右端设置管道两段给定的常值偏压量 ΦD。ΓN1
和 ΓN2

分别表示管道的

上下边界，关于 ci 设置阻塞边界条件，关于电势 Φ 设置 Neumann 边界条件，σs 表示
管道壁所带的表面电荷密度。Eex 是外加振荡电场。下面，我们将使用多尺度平均化理

论对方程 (3.1) 进行渐进分析，分别考虑了以下三种情形：(1) Eex 仅包含沿管道方向的

时间振荡电场；(2) Eex 包含沿着管道方向的时间振荡电场和空间周期电场；(3) Eex 包

含沿管道方向的时间振荡电场且管道壁上的具有周期的表面电荷分布。

3.1. 情形一：Eex 仅包含时间振荡电场

我们记方程 (3.1) 中仅包含沿管道方向的时间振荡电场 Eex 为

Eex(t) = −f
(
t

δ

)
e1, (3.2)



X 期 吕敏瑞 等: 振荡电场对 Poisson-Nernst-Planck 方程解的影响：多尺度分析及数值验证 7

其中，δ 是振荡周期，f 是关于 t
δ
的周期函数，e1 是 x1 轴正向的单位向量。

假设振荡周期 δ 足够小，使得方程 (3.1) 的解 ci,Φ 均可以关于 δ 做渐进展开，即

ci = c
[0]
i (x, t, τ) +

∞∑
n=1

δnc
[n]
i (x, t, τ), i = 1, 2, . . . , N

Φ = Φ[0](x, t, τ) +
∞∑

n=1

δnΦ[n](x, t, τ).

(3.3)

其中，τ = t
δ
为引入的新的时间参数。由于 δ 是一个小量，随着时间 t 的变化，τ 的变

化相比于 t 而言非常快，因此 τ 通常被称为时间快变量。此外，等式右端各项系数均为

快变量 τ 的周期函数，且周期为 1。由链式法则，等式右端各项系数对于时间 t 的导数

可以表示为 ∂
∂t

= Dt +
1
δ
Dτ，其中 Dt,Dτ 是对于第二个和第三个变量求导数的算子。

将 (3.3) 代入 (3.1) 中，由于初值条件和边界条件不涉及快变量 τ，我们仅给出主方

程项的渐进展开形式，即

(
Dt +

1

δ
Dτ

)( ∞∑
n=0

δnc
[n]
i

)
= ∇ ·

{
Di

[
∇

(
∞∑

n=0

δnc
[n]
i

)
+ zi

(
∞∑

n=0

δnc
[n]
i

)
∇

(
∞∑

n=0

δnΦ[n]

)

−DiziEex(τ) · ∇

(
∞∑

n=0

δnc
[n]
i

)]}
, i = 1, 2, . . . , N,

−∇ ·

[
εr∇

(
∞∑

n=0

δnΦ[n]

)]
= κ

N∑
i=1

cbulk
i zi

(
∞∑

n=0

δnc
[n]
i

)
+Q0,

(3.4)
首先，考虑 (3.4) 中的首阶项系数，即

Dτc
[0]
i = 0, i = 1, 2, . . . , N. (3.5)

该方程表明，c
[0]
i 是一个与 τ 无关的函数，即

∂c
[0]
i

∂t
= Dtc

[0]
i 。进一步，我们考虑下一阶展

开，即
Dtc

[0]
i + Dτc

[1]
i = ∇ ·

(
Di∇c[0]i +Dizic

[0]
i ∇Φ[0]

)
−DiziEex(τ) · ∇c[0]i , i = 1, 2, . . . , N,

−∇ ·
(
εr∇Φ[0]

)
= κ

N∑
i=1

cbulk
i zic

[0]
i +Q0.

(3.6)
由于 c

[0]
i 是一个与 τ 无关的函数，则由 (3.6) 中第二个式子可知 Φ[0] 也与 τ 无关。因此，

将 (3.6) 中第一个式子关于 τ 在长度为一个周期的区间上积分，可得

∂c
[0]
i

∂t
= ∇ ·

(
Di∇c[0]i +Dizic

[0]
i ∇Φ[0]

)
+Dizi

∂c
[0]
i

∂x1
⟨f(τ)⟩, i = 1, 2, . . . , N, (3.7)

其中，我们利用了 c
[1]
i 关于 τ 的周期性，⟨f(τ)⟩ =

∫ 1

0
f(τ) dτ。该方程表明带电粒子运输

的性质只和振荡电场的平均值有关，和给定的频率无关。
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由上述分析可知，如果外加振荡电场的频率比较高，即 δ很小，对解的首阶项 (c[0]i ,Φ
[0])

满足如下等效近似方程。
∂c

[0]
i

∂t
= ∇ ·

(
Di∇ci +Dizici∇Φ[0]

)
+Dizi

∂c
[0]
i

∂x1
⟨f(τ)⟩, i = 1, 2, . . . , N,

−∇ ·
(
εr∇Φ[0]

)
= κ

N∑
i=1

cbulk
i zic

[0]
i +Q0.

(3.8)

3.2. 情形二：Eex 包含沿着管道方向的时间振荡电场和空间周期电场

我们记方程 (3.1)中的外加电场 Eex 包含沿着管道方向的时间振荡电场和空间周期

电场，即

Eex(x1, t) = −
[
f

(
t

δ

)
+ g

(x1
δ

)]
e1, (3.9)

类似情形一中的分析，假设 δ 足够小，PNP 方程 (3.1) 的解 (ci,Φ) 可关于振荡周期 δ 做

渐进展开，即

ci(x, t; δ) = c
[0]
i (x, t,X1, τ) +

∞∑
n=1

δnc
[n]
i (x, t,X1, τ), i = 1, 2, . . . , N,

Φ(x, t; δ) = Φ[0](x, t,X1, τ) +
∞∑

n=1

δnΦ[n](x, t,X1, τ).

(3.10)

其中，τ = t
δ
, X1 =

x1

δ
为快变量，则上式等式右边的各项

{
c
[n]
i (x, t,X1, τ),Φ

[n](x, t,X1, τ)
}∞

n=0

均为关于 τ 和 X1 的周期函数，且周期为 1。相应的我们可以得到时间空间微分算子的

展开如下：
∂

∂t
= Dt +

1

δ
Dτ ,

∇ = ∇x +
1

δ
e1

∂

∂X1

,
(3.11)

其中，∇x,Dt,
∂

∂X1
,Dτ 分别是关于 x, t,X1, τ 的对每个变量位置的导数算子。将 (3.10)代

入 (3.1) 中，由于初值条件和边界条件不涉快变量 X1, δ，我们再次省略，仅给出主方程

项如下

(
Dt +

1

δ
Dτ

)( ∞∑
n=0

δnc
[n]
i

)
=

(
∇x +

1

δ
e1

∂

∂X1

)
·

{
Di

(
∇x +

1

δ
e1

∂

∂X1

)( ∞∑
n=0

δnc
[n]
i

)

+Dizi

(
∞∑

n=0

δnc
[n]
i

)[(
∇x +

1

δ
e1

∂

∂X1

)( ∞∑
n=0

δnΦ[n]

)
−Eex(τ,X1)

]}
,

i = 1, 2, . . . , N,

−
(
∇x +

1

δ
e1

∂

∂X1

)
·

[
εr

(
∇x +

1

δ
e1

∂

∂X1

)( ∞∑
n=0

δnΦ[n]

)]

= κ
N∑
i=1

cbulk
i zi

(
∞∑

n=0

δnc
[n]
i

)
+Q0,

(3.12)
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考虑首阶项 
Di

(
∂2c

[0]
i

∂X2
1

+ zic
[0]
i

∂2Φ[0]

∂X2
1

)
= 0, i = 1, 2, . . . , N,

− εr
∂2Φ[0]

∂X2
1

= 0.

(3.13)

由于 Φ[0] 是关于 X1 的周期函数，满足周期性边界条件，由 (3.13) 的第二式可以导出
Φ[0] 不依赖于变量 X1。即 (3.13) 的第一式可以 ∂2c

[0]
i

∂X2
1

= 0。又因为 c
[0]
i 也是关于 X1 的

周期函数，满足周期性边界条件，所以该式可直接导出 c
[0]
i 也不依赖于 X1。

进一步，我们考虑下一阶项的系数，即



Dτc
[0]
i = Di

[
2
∂2c

[0]
i

∂X1∂x1
+
∂2c

[1]
i

∂X2
1

+ zi

(
∂c

[0]
i

∂x1

∂Φ[0]

∂X1

+
∂c

[0]
i

∂X1

∂Φ[0]

∂x1
+ 2c

[0]
i

∂2Φ[0]

∂x1∂X1

)

+ zi

(
∂c

[0]
i

∂X1

∂Φ[1]

∂X1

+ c
[0]
i

∂2Φ[1]

∂X2
1

+
∂c

[1]
i

∂X1

∂Φ[0]

∂X1

+ c
[1]
i

∂Φ[0]

∂X2
1

)

+ zi

(
∂c

[0]
i

∂X1

(f (τ) + g (X1)) + c
[0]
i g

′ (X1)

)]
, i = 1, 2, . . . , N,

− εr

(
∂2Φ[0]

∂x1∂X1

+
∂2Φ[1]

∂X2
1

)
= 0.

(3.14)

将 Φ[0], c
[0]
i 与 X1 无关的结论代入 (3.14) 中，我们可以将其化简为


Dτc

[0]
i = Di

(
∂2c

[1]
i

∂X2
1

+ zic
[0]
i

∂2Φ[1]

∂X2
1

+ zic
[0]
i g

′ (X1)

)
, i = 1, 2, . . . , N,

− εr
∂2Φ[1]

∂X2
1

= 0.

(3.15)

类似于上述讨论，我们可以从 (3.15)的第二式导出 Φ[1] 也不依赖于 X1。进一步，(3.15)
的第一个式子可进一步简化为

Dτc
[0]
i = Di

(
∂2c

[1]
i

∂X2
1

+ zic
[0]
i g

′ (X1)

)
, i = 1, 2, . . . , N. (3.16)

将 (3.16) 关于 X1 在一个周期上积分，利用 c
[1]
i 和 g(X1) 关于 X1 的周期性可得

Dτc
[0]
i = 0, i = 1, 2, . . . , N. (3.17)



10 数值计算与计算机应用 2024 年

该方程表明，c
[0]
i 是一个与 τ 无关的函数。然后，我们再考虑下一阶展开，即

Dtc
[0]
i + Dτc

[1]
i = Di

{(
∆xc

[0]
i + 2

∂2c
[1]
i

∂x1∂X1

+
∂2c

[2]
i

∂X2
1

)
+ zi

[
∇x ·

(
c
[0]
i ∇xΦ

[0]
)]

+ zi

(
∂c

[0]
i

∂x1

∂Φ[1]

∂X1

+
∂c

[0]
i

∂X1

∂Φ[1]

∂x1
+ 2c

[0]
i

∂2Φ[1]

∂x1∂X1

)

+ zi

(
∂c

[0]
i

∂X1

∂Φ[2]

∂X1

+ c
[0]
i

∂2Φ[2]

∂X2
1

+
∂c

[2]
i

∂X1

∂Φ[0]

∂X1

+ c
[2]
i

∂2Φ[0]

∂X2
1

)

+ zi

(
∂c

[1]
i

∂x1

∂Φ[0]

∂X1

+
∂c

[0]
i

∂x1

∂Φ[1]

∂X1

+ 2c
[1]
i

∂2Φ[0]

∂x1∂X1

)

+ zi

(
∂c

[1]
i

∂X1

∂Φ[1]

∂X1

+ c
[1]
i

∂2Φ[1]

∂X2
1

)

+ zi

[(
∂c

[0]
i

∂x1
+
∂c

[1]
i

∂X1

)
(f (τ) + g (X1)) + c

[1]
i g

′ (X1)

]}
, i = 1, 2, . . . , N,

−∇x ·
(
εr∇xΦ

[0]
)
− εr

(
2
∂2Φ[1]

∂x1∂X1

+
∂2Φ[2]

∂X2
1

)
= κ

N∑
i=1

cbulk
i zic

[0]
i +Q0.

(3.18)
由于 c

[0]
i ,Φ

[0],Φ[1] 与 X1 无关，我们可将上述方程 (3.18) 简化为

Dtc
[0]
i + Dτc

[1]
i = ∇x ·

(
Di

(
∇xc

[0]
i + zic

[0]
i ∇xΦ

[0]
))

+Di

[
2
∂2c

[1]
i

∂x1∂X1

+
∂2c

[2]
i

∂X2
1

+ zi

(
c
[0]
i

∂2Φ[2]

∂X2
1

+
∂c

[0]
i

∂x1

∂Φ[1]

∂X1

)

+ zi

(
∂c

[0]
i

∂x1
+
∂c

[1]
i

∂X1

)
(f (τ) + g (X1)) + zic

[1]
i g

′ (X1)

]
,

i = 1, 2, . . . , N,

−∇x ·
(
εr∇xΦ

[0]
)
− εr

∂2Φ[2]

∂X2
1

= κ
N∑
i=1

cbulk
i zic

[0]
i +Q0.

(3.19)

将上述方程 (3.19) 关于 τ,X1 分别在长度为 1 的区间上积分。利用 c
[n]
i ,Φ[n] 关于 τ,X1

的周期性，我们可以得到
Dtc

[0]
i = ∇x ·

(
Di

(
∇xc

[0]
i + zic

[0]
i ∇xΦ

[0]
))

+Dizi
∂c

[0]
i

∂x1
[⟨f(τ)⟩+ ⟨g (X1)⟩] , i = 1, 2, . . . , N,

−∇x ·
(
εr∇xΦ

[0]
)
= κ

N∑
i=1

cbulk
i zic

[0]
i +Q0.

(3.20)
其中，⟨f(τ)⟩ =

∫ 1

0
f(τ) dτ, ⟨g (X1)⟩ =

∫ 1

0
g (X1) dX1。

由此可见，当外加电场 Eex 同时包含时间和空间两方面的周期性时，就首阶逼近而
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言，经典 PNP 系统中带电粒子的运输性质只依赖于 Eex 在时间空间上的平均值，而与

其频率无关。

3.3. 情形三：Eex 包含沿管道方向的时间振荡电场且管道壁上的具有周期的表面电荷

分布

前面两种情形，我们分析了外电场对于带电粒子运输的影响，在实际问题中，管道

壁的表面电势对于带电粒子的运输也有重要影响 [21]。在本小节中，我们考虑管道壁的

表面电势密度满足周期分布的情况，模型如下

∂ci
∂t

= ∇ ·
{
Di

[
∇ci + zici

(
∇Φ+ f

(
t

δ

)
e1

)]}
, in Ω,

−∇ · (εr∇Φ) = κ
N∑
i=1

cbulk
i zici +Q0, in Ω,

−Di (∇ci + zici∇Φ) · n = 0, on ΓN ,

εr
∂Φ

∂n
=
ecβ

ε0
σs

(x1
δ

)
, on ΓN .

(3.21)

其中，为简化下述表达，我们忽略给定的常值边界条件项。

类似前两种情况的分析，我们对于该问题进行多尺度展开。由于管道壁附近的电场

可能具有边界层，我们需要将方程分别在内部和边界附近分别进行渐进展开。在远离边

界的区域内部，分析过程和情形一完全相同，我们可以得到相同的结论，即解的首阶项

c
[0]
i ,Φ

[0] 满足方程 (3.8)。而在管道壁的边界附近，我们需要对边界层做渐进展开。
下面我们以管道的下边界 ΓN1

附近的边界层为例，给出详细的渐进分析过程，管道

上边界 ΓN2
情况类型类似。在边界 ΓN1

附近，除了 X1 和 τ 之外，我们需要引入新的快

变量 X2 = x2

δ
，即可以记 X = [X1, X2]

T
。为区别于内部的渐进展开，我们引入新的记

号，用 (c̃i, Φ̃) 表示边界附近方程的解，即对应的渐进展开如下

c̃i = c̃
[0]
i (x, t,X, τ) +

∞∑
n=1

δnc̃
[n]
i (x, t,X, τ), i = 1, 2, . . . , N,

Φ̃ = Φ̃[0](x, t,X, τ) +
∞∑

n=1

δnΦ̃[n](x, t,X, τ).

(3.22)

其中，等式右端各项
{
c̃
[n]
i (x, t,X, τ), Φ̃[n](x, t,X, τ)

}∞

n=0
均为关于 X1, τ 的周期函数，且

周期为 1。对应的，我们可以将各种微分算子做如下展开

∂

∂t
= Dt +

1

δ
Dτ ,

∇ = ∇x +
1

δ
∇X .

(3.23)

其中，∇x,Dt,∇X ,Dτ 分别是关于 x, t,X, τ 的对每个变量位置的导数算子。将 (3.22)
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(3.23) 代入 (3.21) 中，我们可以得到方程的如下展开形式



(
Dt +

1

δ
Dτ

) ∞∑
n=0

δnc̃
[n]
i =

(
∇x +

1

δ
∇X

)
·

{
Di

[(
∇x +

1

δ
∇X

) ∞∑
n=0

δnc̃
[n]
i

+ zi

(
∞∑

n=0

δnc̃
[n]
i

)((
∇x +

1

δ
∇X

)( ∞∑
n=0

δnΦ̃[n]

)
+ f (τ) e1

)]}
,

i = 1, 2, . . . , N,

−
(
∇x +

1

δ
∇X

)
·

[
εr

(
∇x +

1

δ
∇X

) ∞∑
n=0

δnΦ̃[n]

]
= κ

N∑
i=1

cbulk
i zi

(
∞∑

n=0

δnc̃
[n]
i

)
+Q0,

Di

[(
∂

∂x2
+

1

δ

∂

∂X2

)( ∞∑
n=0

δnc̃
[n]
i

)
+ zi

(
∞∑

n=0

δnc̃
[n]
i

)(
∂

∂x2
+

1

δ

∂

∂X2

)( ∞∑
n=0

δnΦ̃[n]

)]
= 0,

i = 1, 2, . . . , N, on ΓN1
,

− εr

(
∂

∂x2
+

1

δ

∂

∂X2

) ∞∑
n=0

δnΦ̃[n] =
ecβ

ε0
σs (X1) , on ΓN1

.

(3.24)
首先，我们考虑首阶项的系数，即



Di∇2
X c̃

[0]
i +Dizi∇X

(
c̃
[0]
i ∇XΦ̃[0]

)
= 0, i = 1, 2, . . . , N,

− εr∇2
XΦ̃[0] = 0,

Di

(
∂c̃

[0]
i

∂X2

+ zic̃
[0]
i

∂Φ̃[0]

∂X2

)
= 0, i = 1, 2, . . . , N, on ΓN1

,

− εr
∂Φ̃[0]

∂X2

= 0, on ΓN1
.

(3.25)

同时需要满足跟内部的匹配条件，即

lim
X2→∞

c̃
[0]
i = lim

x2→0
c
[0]
i , lim

X2→∞
Φ̃[0] = lim

x2→0
Φ[0]. (3.26)

由于 c
[0]
i ,Φ

[0] 均不依赖于 X1, X2，由上述方程和边界条件，我们可以得到 c̃
[0]
i , Φ̃

[0] 也不

依赖于 X1, X2。
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下面我们考虑进一步的展开，即

Dτ c̃
[0]
i = Di

{[
2∇x · ∇X c̃

[0]
i +∆X c̃

[1]
i

]
+ zi

[
∇xc̃

[0]
i · ∇XΦ̃[0] +∇X c̃

[0]
i · ∇xΦ̃

[0] + 2c̃
[0]
i ∇x · ∇XΦ̃[0]

]
+ zi

[
∇X c̃

[1]
i · ∇XΦ̃[0] + c̃

[1]
i ∆XΦ̃[0] +∇X c̃

[0]
i · ∇XΦ̃[1] + c̃

[0]
i ∆XΦ̃[1]

]}
,

i = 1, 2, . . . , N,

− εr

(
2∇x · ∇XΦ̃[0] +∆XΦ̃[1]

)
= 0,

Di

[
∂c̃

[0]
i

∂x2
+
∂c̃

[1]
i

∂X2

+ zi

(
c̃
[0]
i

∂Φ̃[0]

∂x2
+ c̃

[0]
i

∂Φ̃[1]

∂X2

+ c̃
[1]
i

∂Φ̃[0]

∂X2

)]
= 0,

i = 1, 2, . . . , N, on ΓN1
,

− εr

(
∂Φ̃[0]

∂x2
+
∂Φ̃[1]

∂X2

)
=
ecβ

ε0
σs (X1) , on ΓN1

.

(3.27)
由 c̃

[0]
i , Φ̃

[0] 不依赖于 X1, X2，我们可以将上式进一步化简

Dτ c̃
[0]
i = Di

(
∆X c̃

[1]
i + zic̃

[0]
i ∆XΦ̃

[1]
i

)
, i = 1, 2, . . . , N,

∆XΦ̃[1] = 0,

Di

[
∂c̃

[0]
i

∂x2
+
∂c̃

[1]
i

∂X2

+ zi

(
c̃
[0]
i

∂Φ̃[0]

∂x2
+ c̃

[0]
i

∂Φ̃[1]

∂X2

)]
= 0,

− εr

(
∂Φ̃[0]

∂x2
+
∂Φ̃[1]

∂X2

)
=
ecβ

ε0
σs (X1) , on ΓN1

.

(3.28)

考虑 (3.28) 中的第二和第四式，注意到 limX2→∞
∂Φ̃[1]

∂X2
= 0，因此将 (3.28) 中第二个方程

在区域 {0 < X1 < 1, 0 < X2 < ∞} 上积分，我们可以推导出
∫ 1

0
∂Φ̃[1]

∂X2
|X2=0 dX1 = 0。对

于 (3.28) 中的第四个方程在 X1 的一个周期内积分，并该积分结果可得

−εr
∂Φ̃[0]

∂x2
= ⟨σs (X1)⟩, on ΓN1

. (3.29)

利用 Φ̃[0] 和 Φ[0] 的的匹配条件 (3.26)，我们可以得到:

εr
∂Φ[0]

∂n
= ⟨σs (X1)⟩, on ΓN1

. (3.30)

类似的，我们可以导出 c̃
[0]
i 的边界条件

Di

(
∂c

[0]
i

∂x2
+ zic

[0]
i

∂Φ[0]

∂x2

)
= 0, i = 1, 2, . . . , N, on ΓN1

. (3.31)
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上边界 ΓN2
的情况类似，综上所述，我们可以得到就首阶项逼近而言，当 δ 足够小

的时候，平均化后的等效方程如下

∂c
[0]
i

∂t
= −∇ · J [0]

i +Dizi
∂c

[0]
i

∂x1
⟨f(τ)⟩, i = 1, 2, . . . , N, in Ω,

−∇ ·
(
εr∇Φ[0]

)
= κ

N∑
i=1

cbulk
i zic

[0]
i +Q0, in Ω,

J
[0]
i · n = 0, i = 1, 2, . . . , N, on ΓN ,

εr
∂Φ[0]

∂n
= ⟨σs (X1)⟩, on ΓN .

(3.32)

其中，J
[0]
i = −Di

(
∇c[0]i + zic

[0]
i ∇Φ[0]

)
，⟨·⟩ 表示对 X1 的平均。

4. 数值方法

在具体描述数值方法之前，我们先给出一些记号的准确含义。我们采用 Sobolev 空
间 W s,p(Ω) 的标准符号，包括其相关的范数 ∥ · ∥s,p,Ω 和半范数 | · |s,p,Ω [22]。具体而言，

当 p = 2 时，我们使用 Hs(Ω) = W s,2(Ω)，并记 H1
0 (Ω) = {v ∈ H1(Ω): v|∂Ω = 0}，其中

v|∂Ω = 0 是在迹的意义下。范数 ∥ · ∥s,2,Ω 用 ∥ · ∥s,Ω 表示。

4.1. 时空离散

由于 Nernst-Planck 方程是时间发展方程，我们需要对 PNP 方程同时进行时间和
空间的离散化。对于第 i 种带电粒子，令 ci 测试空间为 H1

D,i(Ω) = {v ∈ H1(Ω): v =

0, on ΓD,i}，其中 ΓD,i ⊂ ∂Ω 表示 ci 取 Dirichlet 边界条件的边界。对于电势，令 Φ 的

测试空间为 H1
D(Ω) = {v ∈ H1(Ω): v = 0, on ΓD}，其中 ΓD ⊂ ∂Ω 表示 Φ 取 Dirichlet

边界条件的边界，则我们可以得到 PNP 方程的弱形式



求 ci ∈ L2(0, T ;H1(Ω)),Φ ∈ L2(0, T ;H1(Ω)) 使得 ci|ΓD,i
= 1,Φ|ΓD

= ecβΦD, 且∫
Ω

∂ci
∂t
vi dx = −

∫
Ω

Di (∇ci + zici∇Φ) · ∇vi dx+

∫
Ω

Rivi dx, ∀vi ∈ H1
D,i(Ω),∫

Ω

εr∇Φ · ∇ψ dx =

∫
Ω

κ
N∑
i=1

cbulk
i ziciψ dx+

∫
Ω

Q0ψ dx+

∫
ΓN

ecβ

ε0
σsψ dS, ∀ψ ∈ H1

D(Ω).

(4.1)

我们采用隐式 Euler 方法对 PNP 方程进行时间离散。将给定时间区间 [0, T ] 进行

等剖分，即 0 = t0 < t1 < · · · < tM = T，并令 δt = tm+1 − tm，则为方便起见，我们记

任意函数 f(x, t) 在时刻 tm 的值为 fm。则 PNP 方程更新第 m + 1 个时间步的时间半
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离散形式为

求 cm+1
i ∈ H1(Ω),Φm+1 ∈ H1(Ω) 使得 cm+1

i |ΓD,i
= 1,Φm+1|ΓD

= ecβΦ
m+1
D , 且∫

Ω

cm+1
i − cmi

δt
v dx = −

∫
Ω

Di

(
∇cm+1

i + zic
m+1
i ∇Φm+1

)
· ∇v dx

+

∫
Ω

Rm+1
m v dx ∀v ∈ H1

D,i(Ω), i = 1, 2, . . . , N,∫
Ω

εr∇Φm+1 · ∇ψ dx =

∫
Ω

κ
N∑
i=1

cbulk
i zic

m+1
i ψ dx+

∫
Ω

Qm+1
0 ψ dx

+

∫
ΓN

ecβ

ε0
σm+1
s ψ dS, ∀ψ ∈ H1

D(Ω).

(4.2)
进一步，我们考虑对上述半离散系统进行空间离散。我们引入有限元空间 Vh, Uh ⊂

H1(Ω)，并令 Vh,D,i = Vh ∩H1
D,i(Ω)，Uh,D = Uh ∩H1

D(Ω)。我们将 cm+1
i 和 Φm+1 在空间

Vh, Uh 上的近似解分别记为 cm+1
i,h 和 Φm+1

h ，则我们可以得到 PNP 方程的全离散形式



求 cm+1
i,h ,Φm+1

h 使得 cm+1
i,h |ΓD,i

= 1,Φm+1
h |ΓD

= ecβΦ
m+1
D , 且∫

Ω

cm+1
i,h − cmi,h

δt
ϕl dx = −

∫
Ω

Di

(
∇cm+1

i,h + zic
m+1
i,h ∇Φm+1

h

)
· ∇ϕl dx

+

∫
Ω

Rm+1
i ϕl dx, ∀l, i = 1, 2, . . . , N,∫

Ω

εr∇Φm+1
h · ∇ψl dx =

∫
Ω

κ
N∑
i=1

cbulk
i zic

m+1
i,h ψl dx+

∫
Ω

Qm+1
0 ψl dx

+

∫
ΓN

ecβ

ε0
σm+1
s ψl dS, ∀l.

(4.3)

在第五节 5 的数值实验中，我们均采用分片线性 Lagrange 有限元空间进行空间离
散。

4.1.1. 线性化方法

由于 PNP 方程 (4.3) 是强耦合的非线性方程组，在求解该系统需要采用线性化方
法，我们采用 Newton 迭代法进行求解。具体地，假设我们已知上一个时间步的解 (cmi,h，
Φm

h )，该非线性系统可以简单地表示为{
Fi(c

m+1
i,h ,Φm+1

h ; cmi,h) = 0 i = 1, 2, . . . , N,

F0(c
m+1
1,h , cm+1

2,h , . . . , cm+1
N,h ,Φ

m+1
h ) = 0.

(4.4)

其中，Fi 是第 i 种带电粒子的 Nernst-Planck 方程，F0 是 Poisson 方程。Newton 迭代法
具体步骤如下：
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Algorithm 1 求解方程组 (4.4) 的 Newton 迭代法
Require: 上一个时间步的解 Φm

h , cmi,h, i = 1, 2, . . . , N，收敛标准 tol，松弛因子 η；

Ensure: 下一个时间步的解 Φm+1
h , cm+1

i,h , i = 1, 2, . . . , N；

1: 记 Φ
(0)
h = Φm

h , c(0)i,h = cmi,h, i = 1, 2, . . . , N；

2: while k = 1, 2, … do
3: 求解 Jacobian 代数系统：

∂F1

∂c1
|k−1 . . . 0 ∂F1

∂Φ
|k−1

... . . . ...
...

0 . . . ∂FN

∂cN
|k−1

∂FN

∂Φ
|k−1

∂F0

∂c1
|k−1 . . . ∂F0

∂cN
|k−1

∂F0

∂Φ
|k−1



δc1
...

δcN

δΦ

 = −


F1|k−1

...
FN |k−1

F0|k−1


其中，|k−1 表示在第 k − 1 次迭代解 Φ

(k−1)
h , c(k−1)

i,h , i = 1, 2, . . . , N 处取值；

4: 更新变量：

c
(k)
i,h = c

(k−1)
i,h + ηδci,h, Φ

(k)
h = Φ

(k−1)
h + ηδΦh

其中，η 是松弛参数；

5: 计算相对残差 r = max
i=1,2,...,N

∥Fi(c
(k)
i,h,Φ

(k)
h ;cmi,h)∥

∥Fi(c
(k−1)
i,h ,Φ

(k−1)
h ;cmi,h)∥

。如果 r < tol，则停止迭代，并返
回解：

cm+1
i,h = c

(k)
i,h , Φm+1

h = Φ
(k)
h

6: 增加迭代次数 k = k + 1

7: end while

5. 数值算例

在本节中，我们给定振荡电场 Eex 的具体形式，并用数值方法分别求解方程 (3.1)
和多尺度平均化后的等效方程，对比当振荡周期 δ 趋于零时两者解的差异。由此验证第

三节的等价模型的有效性。

5.1. 计算模型和基础参数设置

首先，我们令方程 (3.1) 中的振荡电场 Eex 满足如下形式

Eex = −
[
B +At sin

(
2π

δ
t

)
+Ax cos

(
2π

δ
x1

)
, 0

]T
, (5.1)

其中，B,At, Ax, δ 分别是表示振荡电场的平均电场、时间振幅、空间振幅和周期的常数。

并要求管道长度 Lc 是 δ 的倍数。

注意到，对于形如 (5.1) 的振荡电场 Eex，我们可以容易地找到一个电势 Φex 使得
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Eex = −∇Φex，即

Φex =

[
B +At sin

(
2π

δ
t

)]
x1 +Ax

δ

2π
sin
(
2π

δ
x1

)
(5.2)

显然，该电势 Φex 满足如下方程

−∇ · (εr∇Φex) = Axεr
2π

δ
sin
(
2π

δ
x1

)
, in Ω,

Φex = 0 on ΓD1
,

Φex = BLc +AtLc sin
(
2π

δ
t

)
on ΓD2

,

εr
∂Φex

∂n
= 0 on ΓN .

(5.3)

因此，我们可以取空间中新的总电势作为新变量 Φtot = Φex+Φ，则可得到新的 PNP
方程如下 

∂ci
∂t

= ∇ · [Di (∇ci + zici∇Φtot)] , in Ω,

−∇ · (εr∇Φtot) = κ
N∑
i=1

cbulk
i zici +G

(x1
δ

)
, in Ω,

ci(x, 0) =
c0i (x)

cbulk
i

, in Ω,

ci = 1, on ΓD = ΓD1
∪ ΓD2

,

Ji · n = 0, on ΓN ,

Φtot = 0, on ΓD1
,

Φtot = ecβΦDF

(
t

δ

)
, on ΓD2

,

εr
∂Φtot

∂n
=
ecβ

ε0
σs

(x1
δ

)
, on ΓN .

(5.4)

其中，F
(
t
δ

)
= 1+ BLc

ecβΦD
+ AtLc

ecβΦD
sin
(
2π
δ
t
)
，G

(
x1

δ

)
= Q0 +Axεr

2π
δ

sin
(
2π
δ
x1
)
。此外，由

于我们还探究了管道壁的表面电荷密度也呈周期分布的情况，(5.4) 中记 σs = σs
(
x1

δ

)
。

为了保证数值实验是对真实场景尺度的模拟，下述算例给定的特征长度为 UL =

10nm，特征时间为 UT = 10 ns。实际模拟的系统为包含 K+, Cl− 两种离子的系统。其
他参数设置按照物理实验中常用参数设置，如表 1 所示。为保证溶液电中性，我们设置
两种离子的体浓度相等，即 cbulk

K+ = cbulk
Cl- = cbulk。

由于下述数值实验均为时间发展方程，除了每一个时间步我们可以用 L2(Ω)和H1(Ω)

范数度量，我们还将用 l2([t1, tM ],H1(Ω)) 和 l∞([t1, tM ];L2(Ω)) 这两种范数度量所有时

间步的总误差。其中，l2([t1, tM ],H1(Ω)) 和 l∞([t1, tM ];L2(Ω)) 范数定义为

∥u∥l2([t1,tM ],H1(Ω)) =

(
δt

M∑
m=1

∥um∥2H1(Ω)

) 1
2

,

∥u∥l∞([t1,tM ];L2(Ω)) = max
m=1,2,...,M

∥um∥L2(Ω),

(5.5)
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此外，为简洁起见，下述算例中将不详述单位的处理，没有给出具体单位的变量均

为无量纲或者为统一到特征单位 UL,UT 下的变量。

5.2. 算例一: 解析解测试

首先，我们用解析解检验数值方法的正确性。考虑一个二维正方形区域 Ω = [−L
2
, L
2
]×

[−L
2
, L
2
]，并假设该区域内的电势 Φ 和离子浓度 cK+, cCl- 满足如下方程

∂cK+

∂t
= ∇ · [DK+ (∇cK+ + zK+cK+∇Φ)] +RK+, in Ω,

∂cCl-

∂t
= ∇ · [DCl- (∇cCl- + zCl-cCl-∇Φ)] +RCl-, in Ω,

−∇ · (εr∇Φ) = κcbulk (zK+cK+ + zCl-cCl-) +Q0, in Ω.

(5.6)

其中，取系统外部固定电荷密度 Q0 = 0，并给定适当的反应函数 RK+, RCl- 和初边值条

件，使得系统具有如下解析解

cK+ = 1 +
1

2
cos
(
2π

t

Tp

)
cos
(
π
x1
L

)
cos
(
π
x2
L

)
,

cCl- = 1 +
1

2
cos
(
2π

t

Tp

)
cos
(
π
x1
L

)
cos
(
π
x2
L

)
,

Φ =
L2

2π2

κcbulk

εr
cos
(
2π

t

Tp

)
cos
(
π
x1
L

)
cos
(
π
x2
L

)
+ ecβΦD

(
1 +

1

2
sin
(
2π

t

Tp

))(
x2
L

+
1

2

)
.

(5.7)

在实验中，我们取 L = 1，Tp = 2，T = 0.5，ΦD = 0.01V，cbulk = 0.1mM。本算例分
别在五个均匀网格上进行计算，网格单元的尺寸分别为 0.08, 0.04, 0.02, 0.01, 0.005。数
值实验结果如表 2 和图 2 所示，数值解和解析解在 l2([t1, tM ],H1(Ω)) 范数意义下的相

对误差达到最优收敛阶 O(DOF 1
2 )，该结果说明了数值方法的正确性。

自由度个数
l2([t1, tN ],H1(Ω)) 范数下的相对误差

平均收敛阶
cK+ cCl- Φ

788 3.0009E-02 3.4839E-02 1.7599E-03 -
3014 1.4964E-02 1.7528E-02 8.8525E-04 0.4977
11827 7.4632E-03 8.7828E-03 4.4349E-04 0.4996
46679 3.7275E-03 4.3985E-03 2.2208E-04 0.4995
185703 1.8620E-03 2.2001E-03 1.1107E-04 0.5001

表 2: 数值解和解析解的相对误差及其平均收敛阶 (算例一)



X 期 吕敏瑞 等: 振荡电场对 Poisson-Nernst-Planck 方程解的影响：多尺度分析及数值验证 19

图 2: 数值解和解析解的相对误差收敛曲线 (算例一)

5.3. 算例二: 时间振荡电场

图 3: 不同振幅的时间振荡电场下的瞬时电流随时间的变化情况 (算例二)

在本算例中，我们考虑一个二维长方形管道，计算区域和边界类型如图 1 所示，其
中 Lc = 5, dc = 1，并假设该区域内的电势 Φ 和离子浓度 cK+, cCl- 及其边界条件满足方

程 (5.4)，其中 RK+, RCl-, Q0 均为 0。给定参数 T = 0.8, cbulk = 1mM,ΦD = 0.1V, σs =
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0C/m2, F
(
t
δ

)
= γ1 + γ2 sin

(
2π
δ
t
)
。给定初始条件为 t = 0 时刻的离子的稳态分布，即

cK+ = cCl- = 1。实验结果表明，不管是否施加时间振荡电场，振荡电场周期 δ 是否取

不同值，振荡幅度 γ2 取多少，两种离子浓度在区域 Ω 中均为常数 1。当固定振荡周期
δ = 0.1，振幅 γ2 取不同值时，瞬时电流随时间的变化的情况如图 3所示。可以看出，虽
然瞬时电流的变化幅度不同，但在整个时间区间 [0, T ] 上流过该管道的总电荷量仅与施

加的振荡电场的时间平均有关，和振荡幅度和频率无关。显然，实验结果和多尺度平均

理论分析情形一中结论一致。

5.4. 算例三: 时空振荡电场

图 4: 包含离子池的单通道区域和边界类型示意图

在本算例中，我们考虑更实际的包含部分带电粒子池的单通道区域的数值模拟，区域

Ω和边界类型如图 4所示，ΓNr
包括除区域左右两端和管道上下边界的其他边界。管道的

长度为 Lc = 10，宽度为 dc = 1，带电粒子池的长宽 Lr = Hr = 5。由于管道壁的表面电荷

σs 对离子运输的行为具有很大的影响，且在实际生物通道的管壁普遍存在，在该算例中，

我们考虑通道管壁 ΓNc
存在非零表面电荷的情况。假设该 Ω内的电势 Φ和离子浓度 cK+,

cCl- 及其边界条件满足方程 (5.6)，其中，RK+, RCl- 均为 0，G(x1

δ
) = γ3+γ4κc

bulk sin
(
2π
δ
x
)
，

其系数中包含 κcbulk 是为了保证外部周期电场和离子自建电场在数量级上相近。给定边

界条件如下 

cK+ = cCl- = 1, on ΓD = ΓD1
∪ ΓD2

,

JK+ · n = JCl- · n = 0, on ΓN = ΓNc
∪ ΓNr

,

Φ = 0, on ΓD1
,

Φ = ecβΦDF

(
t

δ

)
, on ΓD2

,

εr
∂Φ

∂n
=
ecβ

ε0
σs, on ΓNc

,

εr
∂Φ

∂n
= 0, on ΓNr

.

(5.8)

其中，cbulk = 1mM,ΦD = 0.1V, σs = −1E-3 C/m2, F
(
t
δ

)
= γ1 + γ2 sin

(
2π
δ
t
)
。为确保计

算的时间区间内包含整数个振荡周期且网格和时间步长足够小，使得每个振荡周期内的
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信息可以被有效捕捉，我们取 T = 0.8，时间步长 δt = 0.005，网格尺寸为 0.005。给定

的初值是 t = 0 的边界条件下，系统的稳态解，当 δ = 0.4 时，初值如图 5 所示。

图 5: 离子分布的稳态初值示意图 (算例三)

在该实验中，我们固定 γ1 = 1, γ2 = 1, γ3 = 0, γ4 = 5，并分别取 δ = 0.4, 0.2, 0.1, 0.05，

探究当管道空间中存在和振荡电场相同周期分布固定电荷时，随着周期 δ 的减小，离子

浓度分布和管道横截面流通过的总电荷量的渐进趋势。我们设置该振荡电场对应多尺度

平均化后的首阶逼近方程作为参照，即参数取为 γ1 = 1, γ2 = γ3 = γ4 = 0，查看不同

δ 下的离子浓度分布和管道横截面流通过的总电荷量和该参照情况的相对误差。实验结

果如图 6和图 7所示。由图 6可以看出，管道中的离子浓度分布情况会随着 δ 的减小而

趋向于参照情况。图 7中的虚线表示参照情况下的管道横截面在计算时间区间内流过的
总电荷量，可以看出，管道横截面流过的总电荷量随着 δ 的减小而趋向于参照情况。两

者均验证了多尺度平均理论分析情形二中，时间振荡电场和空间周期分布电场影响下，

解的首阶逼近仅与振荡电场的平均有关的结论。

图 6: 两种离子浓度分布和参照情况的平均相对误差随 δ 的变化情况 (算例三)
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图 7: 不同 δ 下，管道横截面在计算时间区间内流过的总电荷量及其与参照情况对比的

相对误差率 (算例三)

5.5. 算例四: 时间振荡电场和边界周期分布表面电荷

在本算例中，我们将验证时间振荡电场和边界周期分布的表面电荷对于离子运输的

影响。我们的计算区域和边界类型依然与算例三中相同，如图 4 所示。我们依然求解方
程 (5.6)，其中 RK+, RCl-, Q0 均为 0。给定的边界条件如下



cK+ = cCl- = 1, on ΓD = ΓD1
∪ ΓD2

,

JK+ · n = JCl- · n = 0, on ΓN = ΓNc
∪ ΓNr

,

Φ = 0, on ΓD1
,

Φ = ecβΦDF

(
t

δ

)
, on ΓD2

,

εr
∂Φ

∂n
=
ecβ

ε0
σsH

(x
δ

)
, on ΓNc

,

εr
∂Φ

∂n
= 0, on ΓNr

.

(5.9)

其中，cbulk = 1mM,ΦD = 0.1V, σs = −1E-3 C/m2，F
(
t
δ

)
= γ1 + γ2 sin

(
2π
δ
t
)
，H

(
x
δ

)
=

γ5 + γ6 sin
(
2π
δ
x
)
。与算例三相同，我们取 T = 0.8，时间步长 δt = 0.005，网格尺寸为

0.005。给定的初值是 t = 0 的边界条件下系统的稳态解，当 δ = 0.4 时，初值如图 8 所
示。
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图 8: 离子分布的稳态初值示意图 (算例四)

在该实验中，我们给定 γ1 = γ2 = γ5 = 1, γ6 = 2，并分别取 δ = 0.4, 0.2, 0.1, 0.05，探

究当边界存在和振荡电场相同周期的周期分布表面电荷时，随着周期 δ 的减小，离子浓

度分布和管道横截面流通过的总电荷量的渐进趋势。我们设置该振荡电场和周期表面电

荷密度对应多尺度平均化后的首阶逼近方程作为参照，即 γ2 = γ6 = 0, γ1 = γ5 = 1，查

看不同 δ 下的离子浓度分布和管道横截面流通过的总电荷量和该参照情况的相对误差。

实验结果如图 9 和图 10 所示。由图 9 可以看出，管道中的离子浓度分布情况会随着 δ

的减小而趋向于参照情况。图 10 中的虚线表示参照情况下的管道横截面在计算时间区
间内流过的总电荷量，可以看出，管道壁周期分布的表面电荷叠加时间振荡电场的影响，

在振荡周期趋向于 0的渐进意义下，依然趋向于参照情况。两者均验证了多尺度平均理
论分析情形三中，对于时间振荡电场和周期分布表面电荷影响下，解的首阶逼近仅与时

间空间的平均有关的结论。

图 9: 两种离子浓度分布和参照情况的平均相对误差随 δ 的变化情况 (算例四)
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图 10: 不同 δ 下，管道横截面在计算时间区间内流过的总电荷量及其与参照情况对比的

相对误差率 (算例四)

6. 总结

本文在经典 Poisson-Nernst-Planck (PNP)模型框架下，系统研究了外加振荡电场对
纳米尺度管道内离子输运性质的影响。针对振荡电场频率极高的情况，基于多尺度平均

化方法中的渐近分析，分别构建并推导了三种典型条件下的首阶近似等效模型：(1) 沿
管道方向施加时间振荡电场；(2) 沿管道方向施加时间振荡电场，并结合空间周期性分
布的电场；(3) 管道壁存在周期性表面电荷分布的情况下，施加沿管道方向的时间振荡
电场。

理论分析结果表明，在以上三种情形下，外加超高频振荡电场对管道内离子分布和

平均输运性质的影响仅取决于电场的时间平均值，而与振荡频率无关。为验证该等效模

型的正确性，本文构建了二维纳米尺度单管道的实际模型，采用有限元方法进行空间离

散，向后 Euler 法对时间进行离散，并通过 Newton 迭代进行线性化求解，完成了数值
模拟。结果显示，数值模拟与理论分析高度一致，进一步验证了等效模型的准确性。

本研究通过理论分析与数值模拟相结合，揭示了外加超高频振荡电场下离子输运行

为的规律，提出了一种简化的等效模型，为基于 PNP 模型的离子输运研究提供了理论
支撑与参考。
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