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摘　要：输运概率密度函数（transported probability density function，TPDF）方法在湍流燃烧模拟中颇受重视，其

优势是可以精确处理方程中的非线性化学源项。将这种方法应用于由一维随机 Burgers 方程控制的 Burgers 湍

流。首先，从带非线性随机强迫项的一维 Burgers 方程出发推导一个精确的单点速度 PDF 输运方程，并分别用

两个模型封闭该方程中的条件对流项和条件扩散项，获得模化 PDF 输运方程。然后分别用基于网格的 Monte
Carlo 随机粒子法、原始积分矩法和文章发展的线性积分矩法等 3 种数值解法求解模化 PDF 输运方程。数值实

验表明，所发展的输运概率密度函数方法可用于研究 Burgers 湍流的统计特性。3 种数值解法中，线性积分矩法

和原始积分矩法均可获得和直接数值模拟相似的结果，且线性积分矩法比原始积分矩法的计算效率更高。

Monte Carlo 方法的计算结果在带随机外力项的 Burgers 方程算例中不太理想，这或许和该方法为保持单位网格

内颗粒数不变而频繁地增删粒子从而引入数值扰动有关。
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Abstract: Transported  probability  density  function （TPDF） methods  are  attractive  for  modeling  turbulent  combustion,
as  the  nonlinear  chemical  reaction  terms  in  the  PDF  transport  equation  can  be  treated  exactly.  In  this  paper,  a  TPDF
method  was  applied  to  model  the  Burgers  turbulence  governed  by  the  one-dimensional  Burgers  equation  with  a
stochastic  external  force  and  random  initial  data.  Firstly,  an  exact  one-point  velocity  PDF  transport  equation  was
derived  from  the  Burgers  equation  with  a  nonlinear  stochastic  external  force,  and  then  the  conditional  advection  and
diffusion  terms  were  closed  by  using  the  respective  models  so  as  to  obtain  the  modeled  PDF  transport  equation.
Secondly,  three  numerical  methods  were  employed  to  solve  the  modeled  PDF  transport  equation:  the  mesh-based
Lagrangian  particle  Monte  Carlo （MC） method,  the  original  quadrature  method  of  moments （QMOM）,  and  the  linear
QMOM （LQMOM） developed  in  this  work.  The  numerical  tests  show  that  the  present  PDF  method  is  suitable  for
studying  statistic  properties  of  Burgers  turbulence  and  the  LQMOM  and  QMOM  can  yield  results  comparable  to  the
DNS  solution  with  the  LQMOM  being  more  efficient  than  the  QMOM.  However,  the  MC  method  produces
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unsatisfactory  results  for  cases  with  stochastic  forcing  terms,  which  is  probably  due  to  numerical  perturbations
introduced  by  frequently  adding  and  deleting  particles  in  order  to  keep  the  particle  number  per  grid  cell  unchanged.
Keywords: Burgers  turbulence;   PDF  transport  equation;   closure;   Monte  Carlo  method;   quadrature  based  moment
method

 

引　言

Burgers 方程中的非线性项和扩散项可以描述真

实流体的对流和耗散机制，因此，Burgers 方程被广泛

用作一个原型模型，用于研究湍流的各种特性[1-8]，测

试湍流模拟的各种模型[9-16] 以及验证各种新的数值

方法[17-19]。

由带随机强迫项和随机初始条件一维 Burgers
方程所控制的 Burgers 湍流，表现出显著的时空随机

脉动特性。Burgers 湍流的统计特性强烈依赖于随机

初始条件和随机强迫项的概率分布[13]。在特定条件

下，Burgers 湍流可模拟可压缩湍流的某些特征，例如激

波、间歇性和能量级串现象。和真实流体湍流研究类

似，大涡模拟（LES）[9-12,14-15] 和直接数值模拟（DNS）[20,14]

方法已被用于模拟 Burgers 湍流。输运概率密度函

数（transported probability density function, TPDF）方法

是另一种湍流模拟方法，很早就被应用于模拟无化学反

应湍流[21-23] 和有化学反应湍流[24-27]。TPDF 方法的主

要优势在于：PDF 输运方程中的非线性化学反应源

项以封闭形式出现；与 TPDF 方法联用的 RANS/LES
方程中的平均/滤波化学源项可以精确封闭。TPDF
方法同样适用于带随机强迫项和随机初始条件的

Burgers 方程。在针对 Burgers 湍流的 TPDF 方法中，解

变量（可看作速度）的单点概率密度函数可用于计算平

均速度及单点任意阶统计矩（如湍动能等关键物理量）。

近几十年来，Monte Carlo（MC）方法[28] 已得到广

泛应用。文献 [18] 将该方法应用于计算随机 Burgers
方程的路径积分公式。文献 [13] 将 MC 方法用于对

随机 Burgers 方程的大量间断有限元解进行采样，并

将平均结果与简化的单点及两点概率密度函数方程

的间断有限元解进行对比。然而，文献 [13] 中简化

单点 PDF 方程的条件扩散项还须通过 MC 方法另行

计算，因此该 PDF 方程并非自洽方程。目前文献中

尚未见有 Burgers 湍流的封闭的单点 PDF 输运方程。

除了 PDF 输运方程的建模封闭外，本文的另一

个焦点是 PDF 输运方程的数值解法。一般而言，由

于包含多个内坐标，PDF 输运方程具有高维特性，因

此传统数值方法（如有限差分法和有限体积法）难以

适用。传统上广泛使用 Lagrange MC 粒子方法，通过求

解等效的随机常微分方程来实现 PDF 输运方程的求

解[29-30]。MC 方法的计算量随 PDF 维度呈线性增长，

统计误差与粒子数量的平方根成反比。为降低统计

误差而增加粒子数目，可能导致计算成本显著上

升。另一种随机方法是欧氏随机场（Eulerian stochastic
field, ESF）方法。该方法通过对等效于原 PDF 输运

方程的随机偏微分方程的样本解进行平均来实现数

值求解[25,31-32]。然而，ESF 方法需要专门针对随机偏

微分方程构造特殊的离散格式，且其模拟精度普遍

逊于 Lagrange MC 粒子方法。

近年来，以积分矩方法（quadrature based moment
method, QBMM）为代表的确定性解法在 PDF 输运方

程计算中也逐渐受到重视。QBMM 求解原 PDF 输

运方程对应的矩输运方程，这样就可使用有限差分

等传统数值方法求解。QBMM 的核心思想是利用

求解出的矩重构近似 PDF 分布（称为矩反演过程），

并将重构出的信息用于计算矩输运方程中的非线

性未封闭项。自 Mcgraw[33] 首次提出用于描述气

溶胶动力学的原始积分矩方法（quadrature method of
moments, QMOM）后，各种形式的积分矩方法得到发

展并应用于多种概率密度函数方程：如分散多相流

中的种群平衡方程[34-35]、气体动理学方程[36-37] 以及湍

流燃烧的 PDF 输运方程[38-41]。因此，在将积分矩方法

应用于实际问题之前，在相对简单的一维 Burgers 湍

流问题中比较它们与传统的 MC 方法的优劣，是有

意义的。

本文发展一个模拟一维 Burgers 湍流的自封闭

PDF 输运方程，并评估它的几种数值解法。首先，从

带随机强迫项的一维 Burgers 方程出发推导出单点

速度 PDF 输运方程，其中需要多点信息的条件对流

项和条件扩散项分别用梯度模型和平均交换相互作

用（interaction by exchange with the mean, IEM）模型[42-44]

来封闭。其次，对作者早先提出的线性积分矩法（linear
quadrature  method  of  moments,  LQMOM）[45] 进 行 修

改，目的是保证 PDF 重构值的正性。再次，应用 3 种

不同数值方法, 即：拉氏 MC 方法[46]、原始积分矩法[33]

和本文发展的线性积分矩法求解所建立的 PDF 输运

方程，并通过带随机初始条件、线性和非线性随机强

迫项等不同情况的算例，将计算结果与计算效率和
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直接数值模拟方法进行比较 ，验证本文发展的

PDF 输运方程和线性积分矩法在 Burgers 湍流模拟

中的适用性。 

1    Burgers 湍流的输运概率密度函数模型

本章给出 PDF 输运方程的推导及封闭化模型。 

1.1    PDF 方程的推导

使用细粒度密度函数来推导 Burgers 湍流的单

点速度 PDF 输运方程。考虑如下带有随机外力项与

随机初始条件以及周期边界条件的 Burgers 方程初

边值问题

∂u
∂t
+u
∂u
∂x
= γ
∂2u
∂x2
+S （u, x, t）, −1 < x < 1, t > 0

u（x,0） = u0（x）,u（−1, t） = （1, t）
（1）

u0（x） S （u, x, t）

S （u, x, t） x

t u

其中，初值   和强迫项   均为各自样本空

间中具有给定分布的随机场。   除依赖于点  

和时间   外，还可以显式地依赖于解   。

f ∗ u（x, t）

u f ∗
细粒度密度函数   是针对随机解变量   定

义的，可将   看作速度。   的表达为

f ∗（v,u（x, t）） = δ（v−u（x, t）） （2）

v u（x, t）  是   的样本空间。细粒度密度函数有如下性质

⟨ f ∗（v,u（x, t））⟩ ≡
w ∞

−∞
δ（v− v′） f （v′; x, t）dv′ = f （v; x, t）

（3）

⟨·⟩ f （v; x, t）

u（x, t）

这里   表示样本空间中的概率平均，而   是随

机变量   的概率密度函数。

Q R（u）对任意随机变量   或随机变量函数   ，存在

如下重要的结论

⟨Q f ∗（v,u（x, t））⟩ = ⟨Q|u = v⟩ f （v; x, t）

⟨R（u） f ∗（v,u（x, t））⟩ = R（v） f （v; x, t）
（4）

D f ∗

Dt
≡ ∂ f ∗

∂t
+u
∂ f ∗

∂x
f ∗

接下来推导式（1）中 Burgers 方程的单点 PDF 输

运方程。采用 Pope[44] 的推导方法，即直接计算物质

导数   的概率平均。为此，首先计

算   的时间和空间导数

∂ f ∗

∂t
=
∂ f ∗

∂u
∂u
∂t
= −∂ f ∗

∂v
∂u
∂t

（5）

∂ f ∗

∂x
=
∂ f ∗

∂u
∂u
∂x
= −∂ f ∗

∂v
∂u
∂x

（6）

u×式（5）+  式（6）并利用 Burgers 方程，得

∂ f ∗

∂t
+u
∂ f ∗

∂x
= −∂ f ∗

∂v

Å
∂u
∂t
+u
∂u
∂x

ã
=

− ∂
∂v

Å
f ∗γ
∂2u
∂x2
+ f ∗S （u, x, t）

ã
（7）

x, t,v

其次，对式（7）取概率平均，利用平均算子和关于

 导数的可交换性及式（3），（4）得

∂ f
∂t
+

≠
u
∂ f ∗

∂x

∑
= − ∂
∂v

Å≠
γ
∂2u
∂x2
|u = v

∑
f
ã
−

∂

∂v
（S （v, x, t） f） （8）

∂ f ∗/∂x将式（8）左端第 2 项改写成守恒项和不含   的

项的形式，并利用结论（4），得≠
u
∂ f ∗

∂x

∑
=

≠
∂（u f ∗）
∂x

− ∂u
∂x

f ∗
∑
=
∂（v f）
∂x

−
≠
∂u
∂x
|u = v

∑
f

（9）

式（9）最后一项在流体力学方程中是没有的，但在

Burgers 方程却存在，因此需要特别的建模处理。

f ∗利用关于  的下述结果（文献 [44] 中习题 12.54）

∇ f ∗ = − ∂
∂v

（ f ∗∇2u）+
∂2

∂v2
（ f ∗∇u · ∇u）

γ用   乘上式并取平均，可将式（8）右端第 1 项改写为

− ∂
∂v

Å≠
γ
∂2u
∂x2
|u = v

∑
f
ã
=

γ
∂2 f
∂x2
− ∂

2

∂v2

Å≠
γ
∂u
∂x
∂u
∂x
|u = v

∑
f
ã

（10）

式（10）右端第 1 项为发生在物理空间中的扩散，第

2 项为发生在速度空间中的混合，需要使用混合模型

对该项进行建模。

将式（9），（10）代回式（8），得到精确的单点速度

PDF 输运方程如下

∂ f
∂t
+
∂（v f）
∂x

−
≠
∂u
∂x
|u = v

∑
f = γ

∂2 f
∂x2
−

∂2

∂v2

Å≠
γ
∂u
∂x
∂u
∂x
|u = v

∑
f
ã
− ∂
∂v

（S （v, x, t） f） （11）

S

式中两个条件平均项需要建模来封闭。其中左端

的条件平均项是 Burgers 方程中新出现的，右端的条

件平均项与现有湍流燃烧 PDF 输运方程中的项类

似[24,27,44]。虽然方程（11）右端的非线性强迫项是封闭

的，但由于   是随机场，故（11）是随机偏微分方程。

u

u = ⟨u⟩+u′ ⟨u⟩ =
r ∞
−∞ v f （v）dv

为方便建模，将随机速度   分解为平均速度和脉

动速度：   ，其中   。这样，方
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程（11）可变形为

∂ f
∂t
+
∂（v f）
∂x

− ∂ ⟨u⟩
∂x

f −
≠
∂u′

∂x
|u = v

∑
f = γ

∂2 f
∂x2
−

∂2

∂v2

Å≠
γ
∂u
∂x
∂u
∂x
|u = v

∑
f
ã
− ∂
∂v

（S （v, x, t） f） （12）
 

1.2    PDF 方程的封闭

方程（12）右端的第 2 项和湍流燃烧文献 [24,27,
47] 中由条件平均扩散项导出的结果类似，表示由分

子扩散和小尺度湍流混合引起的发生在组分空间的

混合。可以采用 IEM 微混合模型[42-43] 建模

− ∂
2

∂v2

Å≠
γ
∂u
∂x
∂u
∂x
|u = v

∑
f
ã
≈ ∂
∂v
[
Ωm（v−⟨u⟩） f

]
（13）

Ωm其中，   为混合频率，后面将给出具体表达式。

v

方程（12）左端的脉动速度梯度条件平均项需要

特别处理。对方程（12）乘以   并在速度空间上积分，

利用概率密度函数在边缘处更快趋于 0 的性质，得

∂⟨u⟩
∂t
+

1
2
∂⟨u2⟩
∂x
+

1
2
∂⟨u2⟩
∂x
− 1

2
∂⟨u⟩2

∂x
−

w ∞

−∞

Å≠
∂u′

∂x

∑
|u = v

ã
f vdv = γ

∂2⟨u⟩
∂x2
+ ⟨S ⟩

v和方程（1）相比，不难发现，脉动速度梯度项乘   的积

分项应该等于亚格子应力梯度项

−
w ∞

−∞

Å≠
∂u′

∂x

∑
|u = v

ã
f vdv =

1
2
∂⟨u⟩2

∂x
− 1

2
∂ ⟨u2⟩
∂x

于是提出一个初步的梯度模型

−
≠
∂u′

∂x
|u = v

∑
f = − ∂

∂x

Å
Γt1

∂ f
∂x

ã
（14）

Γt1 ⩾ 0 ⟨u⟩ f这里   是依赖于平均速度   （可从   获得）的涡

黏性系数。

于是式（12）可写成封闭形式的 PDF 方程

∂ f
∂t
+
∂（v f）
∂x

− ∂⟨u⟩
∂x

f − ∂
∂x

Å
Γt1

∂ f
∂x

ã
= γ
∂2 f
∂x2
+

∂

∂v
[
Ωm（v−⟨u⟩） f

]
− ∂
∂v

（S （v, x, t） f） （15）

∂（v f）
∂x
=
∂（⟨u⟩ f）
∂x

+
∂（（v−⟨u⟩） f）

∂x
∂（（v−⟨u⟩） f）

∂x

然而，数值测试表明模型方程（15）的数值解总发

散。为了克服这个问题，首先将（15）左端的第 2 项改

写成  ，然后将原本精确

的后一项用近似的梯度模型反向模化：  

≈ − ∂
∂x

Å
Γt2

∂ f
∂x

ã
 ，并和式（14）合并，得

∂（（v−⟨u⟩） f）
∂x

−
≠
∂u′

∂x
|u = v

∑
f ≈

− ∂
∂x

Å
（Γt2+Γt2）

∂ f
∂x

ã
= − ∂
∂x

Å
Γt

∂ f
∂x

ã
Γt = Γt1+Γt2其中，   。则本文最终的 PDF 输运方程为

∂ f
∂t
+ ⟨u⟩∂ f

∂x
=
∂

∂x

Å
（γ+Γt）

∂ f
∂x

ã
+

∂

∂v
[
Ωm（v−⟨u⟩） f

]
− ∂
∂v

（S （v, x, t） f） （16）

vk v将式（16）乘以   并对   积分，得矩输运方程

∂Mk

∂t
+M1

∂Mk

∂x
=
∂

∂x

Å
（γ+Γt）

∂Mk

∂x

ã
+kΩm×

（M1 Mk−1−Mk）+k
w ∞

−∞
S （v, x, t）vk−1 f dv, k = 0,1, · · ·

（17）

k Mk =
r ∞
−∞ vk f （v）dv

Mk+1

S （v, x, t） = S （x, t）

kS （x, t）Mk−1

其中，   阶矩   。可见左端的对流项不

含有高阶矩   ，而方程（15）对应的矩输运方程则

含有此高阶矩，造成矩方程不是严格双曲的。这

是 PDF 方程（16）相比于（15）的优点。注意，当外力

源项形式为   时，方程（17）右端最后

一项变成   ，方程封闭，可用古典矩方法

求解。

混合频率和湍流涡黏性可用 Smagorinsky 模型

计算如下

Ωm =CΩ
γ+Γt

∆2
,Γt = （CS∆）2

∣∣∣∣∂ũ∂x
∣∣∣∣ （18）

γ = 8×10−5 CΩ = 4

CS = 0.17 ∆

ũ ⟨u⟩
M1

其中，取黏性系数   

[14]，参数   ，Smago-
rinsky 常数   。滤波宽度   选为网格尺寸。滤

波速度   在 MC 方法中取为系综平均   ，在积分矩

方法中取为 1 阶矩   。 

2    MC 方法和积分矩方法的实施

本章介绍所用的一种 MC 方法[29] 和两种积分矩

方法 （原始积分矩法 QMOM[33] 和线性积分矩法

LQMOM[45]）。 

2.1    MC 方法

n X（n）（t） u（n）（t）

采用基于网格的拉氏 MC 颗粒方法 [29,44,46] 求解

PDF 输运方程（16）。MC 颗粒在物理空间运动，其位

置和速度用简化的 Langevin 模型确定，该模型类似

于不可压缩流中的简化 Langevin 模型[44,48]。模型中，

第   个颗粒的位置   和速度   用下列随机常
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微分方程控制

dX（n）（t） = u（n）（t）dt

du（n）（t） =
ï

S （u（n）（t）,X（n）（t）, t）+γ（∇2u）∗ −
Å

1
2
+

3
4

C0

ã
×

Ω∗m（u（n）（t）−⟨u⟩∗）
ò
dt+

√
C0k∗Ω∗mdW（t）

（19）

C0 = 2.1 k =
1
2
（⟨u2⟩− ⟨u⟩2）

t

X（n）（t） dW（t）

其中，常数   ，湍动能   。上标

“*”表示相应的场量是   时刻从网格点插值到颗粒位

置   处的值。   是颗粒的 Wiener 过程，其

为速度增量提供随机扰动。式（19）第 2 个等号右边

的漂移系数和扩散系数是通过比较对应的 Fokker-
Planck 方程和 PDF 方程（16）得到的。

求解随机方程（19）采用 1 阶向前 Euler 格式

X（n）（ts+1） = X（n）（ts）+u（n）（ts）∆t

u（n）（ts+1） = u（n）（ts）+
[
S （u（n）（ts）,X（n）（ts）, ts） +

γ

Å
∂2⟨u⟩
∂x2

ã∗
−
Å

1
2
+

3
4

C0

ã
Ω∗m（u（n）（ts）−⟨u⟩∗）

ô
∆t+√

C0k∗Ω∗m∆tξ（n）
s+1

（20）

s ∆t = ts+1− ts ξ（n）
s+1其中，   代表时间层，   为时间步长，   表示

遵循标准 Gauss 分布的随机数。

⟨u⟩ ⟨u2⟩ x j

∆V j = [x j−1, x j+1] NE

x j ∆x

为了求出式（20）中带“*”的量，须首先求出系综

平均   和   在网格点处的近似。设网格点   的采

样体积   内有   个颗粒，这些颗粒的信

息将收集到点   处。设   为均匀的网格步长。利用

如下的帐篷函数估算网格点处的系综平均

B j（x） =

 1−
∣∣x− x j

∣∣
∆x

,
∣∣x− x j

∣∣ < ∆x

0, otherwise
（21）

x j ⟨u⟩ ⟨u2⟩ ∆V j网格点   处的系综   和   由采样体积   内的颗

粒信息的加权平均来估计

⟨u⟩ j =

NE∑
n j=1

B j（X（n j））u（n j）

NE∑
n j=1

B j（X（n j））

, ⟨u2⟩ j =

NE∑
n j=1

B j（X（n j））（u（n j））
2

NE∑
n j=1

B j（X（n j））

（22）

于是，网格点处的湍动能计算如下

k j =
1
2
（⟨u2⟩ j−⟨u⟩2j） （23）

⟨u⟩ j待所有网格点处的   求出后，可采用中心差分格式

逼近网格点处的梯度和 2 阶导数Å
∂⟨u⟩
∂x

ã
j

≈ ⟨u⟩ j+1−⟨u⟩ j−1

2∆xÅ
∂2⟨u⟩
∂x2

ã
j

≈ ⟨u⟩ j−1−2⟨u⟩ j+ ⟨u⟩ j+1

∆x2
（24）

（Ωm） j

ũ = ⟨u⟩,∆ = ∆x

网格点处的混合频率   可结合式（18）和（24）的

第 1 式计算，且在式（18）中置   。

⟨u⟩∗,∇2⟨u⟩∗,k∗,Ω∗m
X（n）（t）

k∗ Ω∗m

最后，格式（20）所需的  采用 5 阶

Lagrange 插值公式从网格点插值到颗粒位置  

处。对于   和   ，如 5 阶插值结果为负，就改用线性

插值以保证其正性。 

2.2    原始积分矩法和线性积分矩法

δ

在原始积分矩法（QMOM）[33,47] 中，PDF 用 Dirac
 函数的加权和近似

f （v; x, t） =
Nq∑
j=1

w j（x, t）δ（v− v j（x, t）） （25）

w j v j Nq其中，   是权，   是样本空间中的横标点，   是积分

点数目。用式（25）可将矩输运方程（17）中的积分项

表示为

w ∞

−∞
vk−1S （v） f （v）dv =

Nq∑
j=1

w jvk−1
j S （v j） （26）

这意味着非线性源项的封闭转移到权和横标点的计

算上。用式（25）也可将矩表示为

Mk =
w ∞

−∞
vk f （v）dv =

Nq∑
j=1

w jvk
j （27）

2Nq （M0,M1, · · · ,M2Nq−1）

w j v j, j = 1,2, · · · ,Nq

在每个时刻和网格点，用求解矩输运方程（17）所得

 个矩   代入式（27），得到一个关

于权   和横标点   的非线性代数方程

组。此方程组的求解过程称为矩逆过程。对单变量

PDF，可采用乘积−差分算法[33, 49] 或 Wheeler 算法[50-51]

求解。本文采用乘积−差分算法求解。

δ

S v

v ∈ [a,b] ⊂ R

近期我们提出了线性积分矩法（LQMOM）[45]。

该方法不用 Dirac   函数近似 PDF，只假定 PDF 和强

迫力函数   关于   是光滑的，于是可用传统数值积分

法则逼近矩定义和矩输运方程中的源积分项。对于

一维样本空间   ，有
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Mk =
w b

a
vk f （v）dv ≈

NL∑
j=1

ω jvk
j f j （28）

w b

a
vk−1S （v） f （v）dv ≈

NL∑
j=1

ω jvk−1
j S （v j） f j （29）

v j ω j NL−1

f j = f （v j）

f （v） NL−1

其中，   和   是样本空间中   个预设积分点和权

重，   为 PDF 在积分点处的取值。特别地，当

 是   次多项式时，式（28）是精确的。

NL = 4以积分点数   为例，可将式（28）写为线性方

程组
ω1 ω2 ω3 ω4

ω1v1 ω2v2 ω3v3 ω4v4

ω1v2
1 ω2v2

2 ω3v2
3 ω4v2

4

ω1v3
1 ω2v3

2 ω3v3
3 ω4v3

4




f1

f2

f3

f4

 =


M0

M1

M2

M3

 （30）

NL NL

NL

对于   个积分点，须求解   个矩输运方程（17）以提

供式（30）中的右端项。求解规模为   的线性方程组

（30）的计算代价远低于求解相同规模的非线性方程

组（27）。

f1, f2, · · · , fNL i =

1,2, · · · ,NL fi fi < 0

fi

Fi = 0 fk

Fk

本文修复了 LQMOM[45] 在 PDF 分布为陡峭或不

连续时可能产生负 PDF 值的问题。具体修正步骤

如下：对于方程组（30）的临时解   ，按照  

 的次序逐一检测每个元素   是否存在  

的情况。若无，就检测下一个；若有，就对全部元素

进行修正。修正时，将检测为负的元素   调整为

0（新值记为   ），其他所有元素   则按式（31）调整

为新值  

Fk = fk ·
M0

NL∑
j=1

ω j f j−ωi fi

,k = 1,2, · · · ,NL,k , i （31）

Fk→ fk（k = 1,2, · · · ,NL）

i NL

随后执行赋值操作：将   ,并转

入后续序号   元素的检测。以上流程至多经过   步

即可终止。

fi

fk α = M0

¡( NL∑
j=1

ω j f j−ωi fi

)
≤ 1

Fk fk

式（31）表明除当前元素  被调整为 0 外，其他所有

元素   通过一个正因子  

进行缩放，因此   与   的正负性保持一致，且由于

NL∑
k=1

ωkFk =ωi ·0+
NL∑

k=1,k,i

ωk（α fk）=α

(
NL∑
j=1

ω j f j−ωi fi

)
=M0

F1,F2, · · · ,FNL M0修正的解   能保持 0 阶矩   不变。 

3    数值结果

∆t = 10−4 ∆x = 10−3 Nq = 2

v ∈ [0.8,1.2]

NL = 8

∆t ∆x NE =

20

∆tDNS = 10−4 ∆xDNS = 2.5×10−4

在本章中，将给出针对 Burgers 方程的 3 种不同

强迫源项形式的数值算例。采用 QBMM 求解矩输

运方程（17）时，对流项使用 5 阶 WENO-MZ 有限差

分格式[52]，扩散项采用 2 阶中心差分格式，时间推进

采用 3 阶 TVD-Runge-Kutta 方法[53-54]，其中混合项和

源积分项采用显式处理。矩输运方程中的源积分项

计算利用式（26）或（29）。计算参数设置为：时间步长

 ，网格尺寸   ；QMOM 采用   个

积分节点，LQMOM 根据经验在   区间内

预设   个 Gauss 点。基于网格的 MC 方法同样

采用上述   和   值，每个网格单元采样颗粒数  

 。为获得参考解，对 Burgers 方程问题（1）进行直

接数值模拟（DNS），采用与 QBMM 相同的数值格

式，   ，   。所有算例的计算

域均为 [−1,1]，区域两端采用周期性边界条件。为保

证相容性，给定的初始条件应满足周期性要求。 

3.1    随机初始条件引起的衰减 Burgers 湍流

S （u, x, t） = 0

首先，研究具有随机初始条件的衰减 Burgers 湍

流。方程（1）中的强迫项   。初始条件由

叠加在单位速度上的 n 个正弦波组成

u（x,0） =
N∑

i=1

（2E0（ki））
1/2

sin（kiπx+βi）+1 （32）

E0（k） k

其在两个边界处具有周期性。模拟湍动能谱的初

始能谱   在 Fourier 空间   中给定，本文采用初始

能谱[14]

E0（k） =

{
A5−

5
3 , 1 ≤ k ≤ 5

Ak−
5
3 , k > 5

（33）

ki N = 1280 ki

u βi ∈ [−π,π]

u′/ū = 0.7%

u′ =

Ã
N∑

i=1

（ui− ū）
2
/N ū = 1

  取为 1~1 280 的整数，且   。对于每个   ，速

度   具有一个均匀随机相位角   。A 为常

数，其值通过设定湍流强度   确定，其中

 ，   。

t > 0对于   ，瞬时湍能谱计算如下

E（k, t） =
1
L

∣∣∣∣w 1

−1
u′（x, t）e−ikxdx

∣∣∣∣2 （34）

u′（x, t） = u（x, t）−⟨u⟩（t） ⟨·⟩
L = 2

这里脉动速度   ，算子   表示

空间平均。   为求解域长度。

t = 0 tend = 0.05计算从   开始进行至终止时间   （此
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k

k = k̂L/（2π） k̂

L

E0（k）

k < 100

时解仍是光滑的 [14]）。图 1 给出用直接数值模拟

（DNS）、MC 法、原始积分矩法（QMOM）及线性积分

矩法（LQMOM）计算的湍能谱。图中，无量纲波数  

的定义为 [19]：   ，   为式（34）中的有量纲物

理波数，   为求解域长度。可见，所有方法的结果在

高波数区均小于初始能谱   ，而在低波数区与之

高度吻合。MC 法的结果在高波数区呈现出低耗散

特性，这可能是该方法属于低耗散的 Lagrange 方法，

且粒子速度更新计算中的 Wiener 过程增强了湍流强

度所致。QMOM 与 LQMOM 的计算结果彼此接近，

且在波数范围   内与 DNS 计算结果高度一致。
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−16

0 0.5 1.0 1.5
lg k
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2.0 2.5 3.0
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−10
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E0
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Monte Carlo

QMOM

LQMOM

tend = 0.05

图 1    随机初值式（32）下的衰减 Burgers 湍流问题用 DNS，
MC，QMOM，LQMOM 计算的湍流能谱的比较

（   ）

tend = 0.05

Fig.  1    Comparison  of  turbulent  energy  spectrums  at  time
 among DNS,  Monte  Carlo,  QMOM and  LQMOM

for  the  decaying  Burgers  turbulence  with  the  random initial
condition  （32）

  

3.2    时间白噪声驱动的随机 Burgers 方程

考虑文献 [19,55-57] 研究过的随机力驱动 Burgers
方程问题。方程（1）中的源项采用加性强迫项，具体

表达式为[19,58]

S （u, x, t） = S （x, t） =
A√
∆t

Nc∑
n=1

Zn（t）√
πn

cos
Å

2πn
L

x
ã

（35）

A = 0.04 Nc

Zn（t）/
√
πn Zn（t）

L = 2 Nc = 80

其中，A 表示波动幅值，采用 Manzanero-Torrico 等[59]

设定的值   。该源项由   个谐波模态叠加而

成，谐波振幅   中的   服从标准正态分

布。计算域长度   ，模态数目   。

u（x,0） = 1

tend = 600 A = 0.04

u = 1

初始条件设为满足周期性边界条件的  。

计算终止时间取   

[58]。由于源项幅值  

较小，解始终保持正值，且其平均值始终维持在  

附近。

t = 200

lgk < 1.5

Nq = 2

lgk = lg Nc ≈ 1.9

k < Nc

k > Nc

图 2 显示了几种方法计算的湍流能谱的对比。

湍能谱依据方程（34）计算，并参照文献 [58] 的做法

对   ~600 时段进行了时间平均。从图 2 可见，

本文 LQMOM 在波数范围   内与直接数值模

拟（DNS）符合良好，但在高波数区域表现出更强的耗

散特性。QMOM 在低波数区的能谱值低于 LQMOM，

这或许是因为仅采用两个积分节点（   ），导致近

似精度不足。MC 方法在低波数区预测出偏高的值，

原因在于受强迫力作用，采样体积内粒子数频繁出

现极端情况（数目过少或过多），须持续进行粒子增

删操作，这些操作可能在低波数区引入过量扰动。

值得注意的是，所有模拟结果在   处均

出现显著陡降。该临界点对应着湍流运动主导机制

的分界：当波数   时，湍流运动主要受强迫项（35）
的影响；而在   的高波数域，湍流演化过程则由

Burgers 方程本身主导。
 
 

0 0.5 1.0 1.5
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2.0 2.5 3.0
−14
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LQMOM

图 2    用 DNS，Monte Carlo，QMOM 和 LQMOM 计算源项

式（35）驱动下 Burgers 湍流问题所得的时间

平均湍能谱的比较

Fig.  2    Comparison  of  time-averaged  turbulent  energy
spectrums  among DNS,  Monte  Carlo,  QMOM and  LQMOM

for  the  forced  Burgers  turbulence  with  the  source  （35）
 

⟨u⟩

x ≈ −0.5

x ≈ 0.3

图 3 对比了两种搭配不同 WENO 格式[60,52] 的积

分矩方法和直接数值模拟方法的最终时刻的解剖面，

其中，JS3/JS5 指 3 阶/5 阶 WENO-JS 格式。从图 3（a）
可见，QMOM 和不同 WENO 格式搭配的结果虽彼此

差别不大，但与 DNS 结果存在显著偏差。因 MC 方

法计算的解   剖面和 DNS 结果的相位差异显著，故

未予展示。图 3（b）表明，和 3 种 WENO 格式搭配的

LQMOM 结果与 DNS 结果比较符合，仅在   和

 局部位置出现较大差别，这主要归因于这两点

附近有激波形成。这说明当有强激波时，本文的梯

度扩散项模型可能无法完全捕捉真实的激波结构。
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t = 400

CΩ = 1,4,8

CΩ = 16

2 ∼ 5

图 4 为 4 种不同混合频率模型参数的 LQMOM
和 DNS 结果在   时的解分布对比图。可以看出

当模型参数   时 LQMOM 解都能很好地符

合 DNS 解，只在   有较大偏差。这和文献中关

于该参数在  范围内对计算结果影响小的结论一致。
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图 3    源项（35）驱动下 Burgers 湍流问题[60]tend = 600 时刻解

和两种积分矩方法解的比较

Fig.  3    Comparison  between  the  solution  snapshots  with  DNS
and  two QBMMs for  the  forced  Burgers  turbulence  with  the

source  （35）  at  time  tend  =  600
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CΩ图 4    不同混合频率模型参数   下 LQMOM 解和 DNS 解

的比较，t = 400，源项（35）驱动下 Burgers 湍流问题

CΩ

Fig.  4    Comparison  of  the  solution  snapshots  at  t  =  400
between  LQMOM using  different  model  parameters     and

DNS for  the  forced  Burgers  turbulence  with
the  source  （35）

 

t = 550,600

v ∈ [0.8,1.2]

t ∈ [540,560]

图 5 给出   的 DNS 和 LQMOM 的 PDF
结果。其中，图 5（a）比较的是 x = 0 点处的 PDF 结

果，图 5（b）比较的是最终时刻的空间平均的 PDF 结

果。DNS 结果是将速度实际达到的区间  

分为 20 个小段，统计 x = 0 点在时间范围 

x ∈ [−1,1]

内落入每小段的时间步数占全部时间步数的百分

比，或 t = 600 时刻在空间范围   内落入每小

段的网格点数占全部网格点数的百分比作为 PDF，
画在每小段中点。可以看出，无论是单点单时间 PDF
还是单时间空间平均 PDF，LQMOM 和 DNS 的计算

结果都符合较好，验证了输运 PDF 方法对驱动源项

有较好的捕捉能力。
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图 5    源项（35）驱动下的 Burgers 湍流问题的 DNS 和

LQMOM 计算的 PDF 分布和计算域平均 PDF 分布的比较

Fig.  5    Comparison  of  PDF distributions  at  one  point  and
averaged  over  the  domain  computed  by  LQMOM and  DNS

for  the  forced  Burgers  turbulence  with  the  source  （35） 

3.3    非线性随机力驱动的 Burgers 方程

u

计算带有非线性随机强迫项的 Burgers 方程，该

强迫项显式地依赖于速度   ，且具有时间白噪声特性

S （u, x, t） =
Au（2−u）√
∆t

Nc∑
n=1

Zn（t）√
πn

cos
Å

2πn
L

x
ã

（36）

A = 0.04 Zn（t）

Nc = 80

tend = 0.05

其中，系数   ；   为标准正态分布，用于在时

间维度上引入随机过程；   ；初始条件与式（32）
及式（33）相同，模拟终止时间为   。

tend = 0.05

lgk = lg Nc ≈ 1.9

n ⩽ Nc

图 6 对比了不同方法计算的   时刻的湍

能谱。可以看出，QMOM 和 LQMOM 的结果与 DNS
在高波数范围内符合良好，而 MC 方法的结果与 DNS
存在明显偏差。值得注意的是，所有数值结果在波

数范围   内均表现出大的波动性，这可

能源于驱动源项中   的低波数模态的影响。
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图 6    用 DNS，Monte Carlo，QMOM 和 LQMOM 计算非线性

源项（36）驱动下 Burgers 湍流问题于 tend = 0.05 瞬时的湍能

谱比较

Fig.  6    Comparison  of  turbulent  energy  spectrums  among
DNS,  Monte  Carlo,  QMOM and  LQMOM for  the  Burgers

turbulence  with  the  nonlinear  source  （36）  at  the
time  tend  =  0.05

 

图 7 对比了 DNS 和 LQMOM 计算的最终时刻的

空间平均 PDF。从结果可看出 LQMOM 对源项（36）
的捕捉能力较好。
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图 7    非线性源项（36）驱动下 Burgers 湍流问题的 DNS 和

LQMOM 获得的空间平均 PDF 分布的比较（tend = 0.05）
Fig.  7    Comparison  of  PDF snapshots  at  tend  =  0.05  obtained
by  LQMOM and  DNS for  the  forced  Burgers  turbulence  with

the  source  （36）
 

图 8 给出了不同网格尺度下的能谱图以显示网

格收敛性。可以看出在网格点数为 1 000 时结果较

粗糙，当网格达到 2 000 以后，大部分波数区内各网

格数上的结果差别不大，只在高频区有差异，可以认

为是收敛的。

t = 0

t = 0.05

∆x = 2.5×10−4

∆x = 10−3

最后，表 1 列出了不同数值方法从   计算至

 的 CPU 时间比较。其中 DNS 采用了细网格

 ，而 MC 方法和两种积分矩方法则都

使用较粗的网格   ，各方法的时间步长满足

CFL 数约为 0.25。从结果可以看出，LQMOM 的计算

时间要少于 QMOM 和 DNS。DNS 需要在密网格上

求解单个输运方程，而采用 8 个积分节点的 LQMOM

和采用 2 个积分节点的 QMOM 分别需要在粗网格

上求解 8 个和 4 个矩输运方程。所有方法均在单计

算节点上用 OpenMP 共享内存并行实现，但本文中

MC 颗粒方法实施的并行效率较低，导致 MC 法的计

算速度慢于其他方法。
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图 8    非线性源项（36）驱动下 Burgers 湍流问题的

LQMOM 在不同计算网格数上计算的 tend = 0.05 时刻的湍动

能谱比较

Fig.  8    Comparison  of  turbulent  energy  spectrums  at  time
tend  =  0.05  among different  mesh  resolutions  computed  by

LQMOM for  the  Burgers  turbulence  with  the
nonlinear  source  （36）

 
 

表 1    不同方法对带非线性源项（36）的 Burgers 方程从

t = 0 推进到 t = 0.05 的 CPU 时间
Table  1     CPU times  by  different  methods  for  the
Burgers  equation  with  the  nonlinear  source  term

（36）  from t  =  0  to  t  =  0.05 unit: s

LQMOM QMOM DNS Monte Carlo

15.460 18.984 27.920 31.523

∆

∆ ∆

　　注：Nx，DNS = 8 000，Nx, QBMM = Nx, MC = 2 000，   tDNS = 1.0×
10−4，  tQBMM =   tMC = 4×10−4。
 

4    结论

我们发展了一种输运概率密度函数方法，用于模

拟由随机强迫项和随机初始数据驱动的一维 Burgers
湍流。首先推导了一维 Burgers 方程的精确单点单

时间速度 PDF 的输运方程，随后采用两种模型对方

程中的条件对流项和扩散项加以封闭。所得的模化

PDF 输运方程的优势在于其对应的矩输运方程是严

格双曲的。接下来，采用 Lagrange MC 粒子法、原始

积分矩法以及本文的线性积分矩法对模化 PDF 方程

进行数值求解。针对几个 Burgers 湍流问题的数值

模拟结果表明，所发展的输运概率密度函数方法可

应用于研究含随机驱动力的 Burgers 方程解的统计
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特性；相较于 QMOM 和 MC 粒子法，本文的 LQMOM
计算精度和效率更优。

本文的 TPDF 方法还有一些不完善之处，例如对

强激波的模拟结果不令人满意。今后将进一步开展

封闭模型的改进工作。

致谢　本文的计算在中国科学院数学科学国家重点实

验室的高性能计算机上完成。
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