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考题 1. 设 A,B,C 都是集合 M 的⼦集. 请证明:

(C ⊂ A) ∧ (C ⊂ B) ⇔ (C ⊂ (A ∩B)).

解答 1. 先证明 ⇒. 对任意 c ∈ C, 我们有 c ∈ A 并且 c ∈ B, 因此 c ∈ A ∩B, 因此 C ⊂ (A ∩B).
再证明 ⇐. 对任意 c ∈ C, 我们有 c ∈ A ∩B, 因此 c ∈ A 并且 c ∈ B, 因此 C ⊂ A 和 C ⊂ B 同时成立.

考题 2. 设集合 X 满⾜ card (N) ≤ card (X), 其中 N 是自然数集合. 请证明: 集合 Y = X ∪ N 满⾜
card (X) = card (Y ).

解答 2. 因为 card (N) ≤ card (X), 所以存在 X 的⼦集 J , 使得 J 和 N 存在⼀⼀对应, 这意味
着 J 是⽆穷集, 并且 card (J) = card (N). 我们有 card (J) = card (J ∪ N); 另⼀⽅面, 由于 J ∈
(J ∪ (X ∩ N)) ∈ (J ∪ N), 我们有我们得到 card (J) ≤ card (J ∪ (X ∩ N)) ≤ card (J ∪ N), 因此
card (J ∪ (X ∩ N)) = card (J ∪ N). 于是存在⼀⼀映射 h : J ∪ (X ∩ N) 7→ J ∪ N. 我们构造如下映射

f : X 7→ Y : f(x) =

{
x, 如果x ∈ X \ (J ∪ (X ∩ N));

h(x), 如果x ∈ J ∪ (X ∩ N).
根据上面的分析, f 是⼀⼀映射, 证毕.

考题 3. 设 α > 1, 求极限

a) lim
n→∞

nα

αn ;

b) lim
n→∞

αn

n!
;

c) lim
n→∞

n!
nn .

解答 3. a) 记 bn = nα

αn . 由于 lim
n→∞

|bn/bn−1| = lim
n→∞

∣∣∣ 1α (1 + 1
n−1

)α∣∣∣ = 1
α
< 1, 因此对于 1/α < q < 1,

存在 N > 0, 使得 bn
bn−1

≤ q, 对任何 n > N 成立. 也即 0 < bn ≤ bNqn−N 对任意 n > N 成立, 由于
lim
n→∞

bNqn−N = 0, 由两边夹定理, lim
n→∞

bn = 0.

b) 记 bn = αn

n!
. 由于 lim

n→∞

∣∣∣αn

n!
/ αn−1

(n−1)!

∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣α
n

∣∣ = 0 < 1, 因此存在 N > 0, 使得 bn
bn−1

≤ 1
2
, 对任

何 n > N 成立. 也即 0 < bn ≤ bN/2n−N 对任意 n > N 成立, 由于 lim
n→∞

bN/2n−N = 0, 由两边夹定理,
lim
n→∞

bn = 0.
c) 由于 0 < n!

nn ≤ 1
n

, ⽽ lim
n→∞

1
n
= 0. 由两边夹定理, lim

n→∞
n!
nn = 0.

考题 4. 设数列 {an, n = 1, 2, ...} 和 {bn, n = 1, 2, ...} 满⾜

a) a1 ≥ a2 ≥ · · · , ⽽且 lim
n→∞

an = 0;
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b) 存在 M > 0, 使得 −M ≤
n∑

k=1

bk ≤ M 对所有 n 都成立.

请证明级数
∞∑

n=1

anbn 收敛.

解答 4. 对任意给定的 ϵ > 0. 根据 lim
n→∞

an = 0, 我们知道存在 N > 0 使得 |an| ≤ ϵ/(2M), 对任何
n ≥ N 成立. 另外结合单调性, 我们有 an ≥ 0 对任意 n = 1, 2, · · · .
为⽅便起见, 我们记 Sn =

n∑
k=1

bk. 则对任意 m ≥ n ≥ N , 我们有

∣∣∣∣∣
m∑
i=n

aibi

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣

m∑
i=n

ai(Si − Si−1)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣−anSn−1 +

m−1∑
i=n

(ai − ai+1)Si + amSm

∣∣∣∣∣
≤ |anSn−1|+

m−1∑
i=n

(|ai − ai+1||Si|) + |amSm|

≤

(
|an|+

m−1∑
i=n

|ai − ai+1|+ |am|

)
M

≤ (|an|+ |an − am|+ |am|)M ≤ 2|an|M ≤ ϵ.

这里最后两个不等式都用到了 {an} 的单调性. 因此, 根据柯西准则, 级数收敛.

考题 5. 设 n(k)(k = 1, 2, · · · ) 是从自然数集合 N = {1, 2, · · · } 到 N 的⼀个⼀⼀映射. 令 bk = an(k)(k =

1, 2, · · · ), 我们称级数
∞∑

n=1

bn 是级数
∞∑

n=1

an 的⼀个重排. 证明对任何实数 α, 存在级数
∞∑

n=1

(−1)n

n
的⼀个

重排, 使得该重排级数之和为 α.

解答 5. 首先, 调和级数
∞∑

n=1

1
n
是发散的. 由于

m∑
n=1

1
2n

= 1
2

m∑
n=1

1
n
以及

m∑
n=1

1
n
≥

m∑
n=1

1
2n−1

≥ 1
2

m∑
n=1

1
n
对任

意 m 成立, 因此
∞∑

n=1

1
2n−1

和
∞∑

n=1

1
2n
也都发散.

对于任何实数 α, 不妨假设 α ≥ 0 (α < 0 时同理可证). 我们考虑如下级数:

∞∑
n=1

 a(n)∑
i=b(n−1)+1

1

2i
−

b(n)∑
i=a(n)+1

1

2i− 1

 , (1)

这里 {a(k)} 和 {b(k)} 满⾜ 0 = b(0) < a(1) < b(1) < a(2) < b(2) < · · · 以及

k−1∑
n=1

 a(n)∑
i=b(n−1)+1

1

2i
−

b(n)∑
i=a(n)+1

1

2i− 1

+

a(k)∑
i=b(k−1)+1

1

2i
> α ≥

k−1∑
n=1

 a(n)∑
i=b(n−1)+1

1

2i
−

b(n)∑
i=a(n)+1

1

2i− 1

+

a(k)−1∑
i=b(k−1)+1

1

2i

以及

k∑
n=1

 a(n)∑
i=b(n−1)+1

1

2i
−

b(n)∑
i=a(n)+1

1

2i− 1

 < α ≤
k∑

n=1

 a(n)∑
i=b(n−1)+1

1

2i
−

b(n)∑
i=a(n)+1

1

2i− 1

+
1

2b(k)− 1

对任意 k 成立. 因此我们容易知道级数(1)是
∞∑

n=1

(−1)n

n
的⼀个重排, 并且对任意 ϵ > 0, 存在 N > 0 使
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得 1
(2b(k−1)−1)

< ϵ. 于是我们有对任意 k > N , s1 ∈ [b(n− 1) + 1, a(n)], s2 ∈ [a(n) + 1, b(n)], 有∣∣∣∣∣∣
k−1∑
n=1

 a(n)∑
i=b(n−1)+1

1

2i
−

b(n)∑
i=a(n)+1

1

2i− 1

+

s1∑
i=b(n−1)+1

1

2i
− α

∣∣∣∣∣∣ ≤ min
{

1

2a(k)
,

1

2b(k − 1)− 1

}
< ϵ;

∣∣∣∣∣∣
k∑

n=1

 a(n)∑
i=b(n−1)+1

1

2i
−

b(n)∑
i=a(n)+1

1

2i− 1

+

b(n)∑
i=s2+1

1

2i− 1
− α

∣∣∣∣∣∣ ≤ min
{

1

2a(k)
,

1

2b(k)− 1

}
< ϵ.

因此级数(1)收敛到 α.

考题 6. 利用 ϵ− δ 语⾔证明 f(x) = x2 + x sinx 在 x = 1 处是连续的.

解答 6. 对任何 ϵ > 0, 存在 δ = min
{
1, ϵ

5

}
> 0, 使得对任意 |x− 1| < δ, 我们有

|f(x)− f(1)| = |x2 + x sinx− 1− sin 1| ≤ |x2 − 1|+ |x sinx− sinx+ sinx− sin 1|

≤ |x− 1||x+ 1|+ |x− 1|| sinx|+ | sinx− sin 1| ≤ 3|x− 1|+ |x− 1|+ 2

∣∣∣∣cos
(
x+ 1

2

)
sin
(
x− 1

2

)∣∣∣∣
≤ 4|x− 1|+ 2|(x− 1)/2| = 5|x− 1| < ϵ.

这里第四个不等式用到了 | sin(x)| ≤ |x| 对任意 x ∈ [0, 2] 成立. 证毕.

考题 7. 定义函数 f : R 7→ R 如下

f(x) =

{
1
N
, 如果x ∈ Q,N是x表示为 Z

N
(Z ∈ Z, N ∈ N) 的最小N ;

0, 如果x ̸= Q,

解答 7. 对于任何有理点 Z
N

, 存在 ϵ = 1
N+1

, 对任意 δ > 0, 我们知道必存在⽆理点 y 使得
∣∣y − Z

N

∣∣ < δ,
并且

∣∣f(y)− f
(
Z
N

)∣∣ ≥ |0− 1
N
| > 1

N+1
= ϵ, 因此 f(x) 在有理点不连续.

下面考虑⽆理点 y, 首先对任何 ϵ > 0, 存在 N 使得 1
N

< ϵ. 对任意 δ′ > 0, 我们知道在 y 的

邻域 [y − δ′, y + δ′] 中分母小于等于 N 的有理数个数是有限多个, 不妨设为 q1, ..., qs. 因此, 我们记
δ = min{δ′, 1

2
min

i=1,...,s
|qi − y|}, 则 |f(x)− f(y)| ≤ | 1

N+1
− 0| ≤ ϵ, 对任意 |x− y| ≤ δ 成立. 因此 f(x) 在

所有⽆理点连续.

考题 8. 证明连续函数 f(x) = sin
(
1
x

)
在 (0, 1) 不是⼀致连续的.

解答 8. 首先我们知道 lim
n→∞

(
1

2nπ−π/2
− 1

2nπ+π/2

)
= lim

n→∞
π

4n2π2−π2/4
= 0. 也就是说对于任意 δ > 0, 存

在 N , 使得任何 n > N , 我们有
∣∣∣ 1
2nπ+π/2

− 1
2nπ−π/2

∣∣∣ ≤ δ 并且 1
2nπ+π/2

, 1
2nπ−π/2

都在区间 (0, 1) 内.
取 ϵ = 1, 对任意的 δ > 0, 我们知道存在 x1 = 1

2nπ+π/2
和 x2 = 1

2nπ−π/2
, 使得 |x1 − x2| ≤ δ,

x1, x2 ∈ (0, 1), 并且 |f(x1)− f(x2)| = |1− (−1)| = 2 > ϵ. 因此 f(x) 在 (0, 1) 上不⼀致连续.


