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作业 1. 求不定积分:

(a)
∫

dx
1+

√
x

(b)
∫

dx
x+

√
x2+x+1

(c)
∫
xx(1 + ln(x))dx

(d)
∫

sinh3(x)dx

作业 2. 请问, 在什么情况下, 不定积分 ∫ √
1 + xqdx

(式中 q 是有理数) 是初等函数?

作业 3. a) 试证: 微分⼆项式的积分
∫
xm(a+ bxn)pdx (其中 m,n, p 是有理数) 可归结为积分∫

(a+ bt)ptqdt,

其中 p, q 是有理数.

b) 如果 p, q, p+ q 这三个数中有⼀个是整数的话, 上述积分就可以用初等函数表示. (切比雪夫证明,
除了这种情形, 上述积分不能用初等函数表示.)

作业 4. 设 f ′(x2) = 1
x

(x > 0), 求 f(x).

作业 5. 求下列非初等的特殊函数的原函数, 精确到线性函数 Ax+B:

a) Ei(x) =
∫

ex

x
dx (积分指数)

b) Si(x) =
∫ sin x

x
dx (积分正弦)

c) Ci(x) =
∫ cos x

x
dx (积分余弦)

d) Shi(x) =
∫ sinh x

x
dx (积分双曲正弦)

e) Chi(x) =
∫ cosh x

x
dx (积分双曲余弦)

f) S(x) =
∫ sin x2

x
dx (菲涅耳积分)

g) C(x) =
∫ cos x2

x
dx (菲涅耳积分)
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h) Φ(x) =
∫
e−x2

dx (欧拉 -泊松积分)

i) li(x) =
∫

dx
ln x

(积分对数)

作业 6. 形如
dy

dx
=

f(x)

g(y)

的微分⽅程叫做变量分离的⽅程, 我们可以把它改写成 g(y)dy = f(x)dx, 这里变量 x 和 y 已被分开.
分开变量之后就可以分别计算原函数⽽解出⽅程:∫

g(y)dy =

∫
f(x)dx+ c.

试解⽅程:

a) 2x3yy′ + y2 = 2. b) xyy′ =
√
1 + x2.

c) y′ = cos(y + x), 令 u(x) = y(x) + x.

d) x2y′ − cos 2y = 1, 并挑出当 x → +0 时满⾜条件 y(x) → 0 的解.

e) 1
x
y′(x) = Si(x). f) y′(x)

cos x = Ci(x).

作业 7. 利用黎曼积分的定义, 求

(a)
∫ 1

0
xdx

(b)
∫ 2

−1
x2dx

(c)
∫ π

2

0
sin(x)dx

作业 8. 证明黎曼函数

R(x) :=

{
1
n
如果x ∈ Q, n是x表示为 z

n
的最小正整数n

0 如果x /∈ Q

在 [0, 1] 上是黎曼可积的.

作业 9. 如果函数 f(x) 在 [a, b] 上黎曼可积, 则 |f(x)| 在该区间上也是黎曼可积, ⽽且∣∣∣∣∣
∫ b

a

f(x)dx

∣∣∣∣∣ ≤
∫ b

a

|f(x)|dx.

当堂小测验 3

测验 1. 求极限: lim
n→∞

1
n2 (

3
√
n2 +

3
√
2n2 + · · ·+ 3

√
n3).

测验 2. 设函数 f(x) 在 [0, π] 上连续, 且
∫ π

0
f(x)dx = 0,

∫ π

0
f(x) cosxdx = 0. 试证明在 (0, π) 内⾄少

存在两个不同得点 ξ1, ξ2 使得 f(ξ1) = f(ξ2) = 0.
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解答作业 1. (a) 令 y =
√
x,

∫
dx

1+
√
x
=

∫
dy2

1+y
=

∫ (
2− 2

1+y

)
dy = 2y − 2 ln |1 + y| = 2

√
x − 2 ln(1 +

√
x) + C.

(b) 令
√
x2 + x+ 1 = −x+ t, 则有 x2 + x+ 1 = x2 − 2xt+ t2, 于是 x = t2−1

1+2t
, dx = 2 t2+t+1

(1+2t)2
dt, 从

⽽
∫

dx
x+

√
x2+x+1

= 2
∫

t2+t+1
t(1+2t)2

dt = 2 ln |t|+ 3
2(2t+1)

− 3
2

ln |2t+ 1|+ C.
(c) 令 y = xx, 则 ln y = x lnx, 两边求导 y′x/y = 1 + lnx. 于是

∫
xx(1 + lnx)dx =

∫
y(y′x/y)dx =

y + C = xx + C.
(d)

∫
sinh3(x)dx =

∫
(cosh2(x)− 1)d cosh(x) = cosh3(x)

3
− cosh(x) + C.

解答作业 2. ⼆项式
∫
xp1(a + bxp2)p3 中, p1 = 0, a = 1, b = 1, p2 = q, p3 = 1

2
根据切比雪夫定理,

q = 1/N , q = 2/(2N − 1) 时, 不定积分是初等函数.

解答作业 3.
∫
xm(a+ bxn)pdx =

∫
(a+ bt)ptm/ndt1/n = 1

n

∫
(a+ bt)ptq, 其中 q = (m− n+ 1)/n. 由切

比雪夫定理, 及 p2 = 1, 可得 (b), 证毕.

解答作业 4. f ′(x) = 1/
√
x, 所以 f(x) =

∫
f ′(x)dx =

∫
dx√
x
= 2

√
x+ C.

解答作业 5. a)
∫

Ei(x)dx = xEi(x)− ex + (Ax+B);
b)

∫
Si(x)dx = xSi(x) + cosx+ (Ax+B);

c)
∫

Ci(x)dx = xCi(x)− sinx+ (Ax+B);
d)

∫
Shi(x)dx = xShi(x)− coshx+ (Ax+B);

e)
∫

Chi(x)dx = xChi(x)− sinhx+ (Ax+B);
f)

∫
S(x)dx = xS(x) + 1

2
cosx2 + (Ax+B);

g)
∫

C(x)dx = xC(x)− 1
2

sinx2 + (Ax+B);
h)

∫
Φ(x)dx = xΦ(x) + 1

2
e−x2

+ (Ax+B);
i)

∫
li(x)dx = xli(x) −

∫
xdx
ln x
令 t = lnx, x = et, 则有

∫
li(x)dx = xli(x) −

∫
e2t

2t
d(2t) = xli(x) −

Ei(2 lnx).

解答作业 6. a) dy2

2−y2 = dx
x3 , 于是 − ln |2− y2| = −1/(2x2) + C.

b) ydy =
√
1+x2

2x2 dx2, 于是 y2

2
=

∫ td(t2−1)
2t2−2

=
∫

t2

t2−1
dt =

∫ (
1 + 1

t2−1

)
dt = t + 1

2
ln

∣∣∣ t−1
t+1

∣∣∣ + C =
√
1 + x2 + 1

2
ln

∣∣∣√1+x2−1√
1+x2+1

∣∣∣+ C.
c)令 u(x) = y(x)+x, du

1+cosu = dx, 令 t = tan u
2
, 我们可以得到 x =

∫
1+t2

2t2
d(2 arctan t) =

∫
1
t2
dt =

t+ C = − tan y+x
2

+ C.
d) dx

x2 = dy
1+cos 2y , 同上, 令 t = tan y, 于是 − 1

x
= − 1

2t
= tan y/2 + C.

e) dy = xSi(x)dx, y = x2

2
+ x cos x

2
− sin x

2
+Ax+B.

f) dy = Ci(x) cosxdx, y =
∫

Ci(x)d sinx = Ci(x) sinx−
∫

sinxdCi(x) = Ci(x) sinx−
∫ sin x cos x

x
dx+

Ax+B = Ci(x) sinx−
∫ sin 2x

4x
d2x+Ax+B = Ci(x) sinx− 1

2
Si(2x) +Ax+B.

解答作业 7. (a)
∑

(xi +∆i/2)∆i =
∑ (xi+∆i)

2

2
− x2

i

2
= 1/2. (b) 3. (c) 1.

解答作业 8. 对任意 ϵ ∈ (0, 1/2), 使得 R(x) = R(q/p) = 1/p > ϵ 的 x 在 (0, 1) 上只有有限个, 记
为 N , 将区间 [0, 1] 作划分, 使得每⼀个⼦区间长度小于 ϵ/N , 因此对任意划分

∑
ω(f ;∆i)∆i <

ϵ/N ∗N + ϵ ∗ 1 = 2e. 证毕.

解答作业 9. 利用 ||a| − |b|| ≤ |a− b|, 及黎曼积分的引理 7.1.7, 证毕.
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解答测验 1. lim
n→∞

1
n2 (

3
√
n2 +

3
√
2n2 + · · ·+ 3

√
n3) = lim

n→∞
1
n
( 3

√
1
n
+ 3

√
2
n
+ · · ·+ 3

√
n
n
) =

∫ 1

0
3
√
xdx = 3/4.

解答测验 2. 首先存在 ξ1 ∈ (0, π), 使得
∫ π

0
f(x)dx = f(ξ1)(π − 0) = 0. 于是 f(ξ1) = 0. 假设

还有另⼀个点 ξ2 使得 f(ξ2) = 0, 证毕. 否则 f(x) 在 (0, ξ1) 和 (ξ1, π) 内异号, 不妨设前者区间
内 f(x) > 0, 后者区间内 f(x) < 0. 由

∫ π

0
f(x) cosxdx = 0 和 cosx 在 [0, π] 内的单调性可知

0 =
∫ π

0
f(x)(cosx− cos ξ1)dx =

∫ ξ1
0
(cosx− cos ξ1)dx+

∫ π

ξ1
(cosx− cos ξ1)dx > 0.


