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摘要 本文针对弹性介质扩展障碍物成像问题, 提出了新的单频加权弹性波逆时偏移方法. 该成像

函数定义为加权弹性波入射场与加权反传播波场互相关的虚部.基于弹性波 Helmholtz-Kirchhoff恒等

式,给出了弹性波逆时偏移方法的分辨率.该理论结果表明成像函数均为正值,因而对数据噪音具有较

好的稳定性. 数值算例验证了算法具有强大的成像能力以及理论的合理性.
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1 引言

弹性波散射理论在工程应用领域有着诸多应用,包括无损检测、医学肿瘤成像和勘探地球物理等.

本文针对弹性波障碍物逆散射问题将提出逆时偏移方法来对其进行成像.设 D 是 R3 中有界 Lipschitz

区域, νD 为其边界 ΓD 上的外法线方向. 设入射场是由点源 xs 处沿着极化方向 q ∈ R3 (|q| = 1) 激发

产生, 则接收的弹性波数据满足如下各向同性弹性波方程:

∇·σ(u) + ω2u = −δxs(x)q in R3\D̄, (1.1)

u = 0 on ΓD. (1.2)

其中, σ(u) = 2µε(u) + λdivuI, ε(u) = 1
2

(
∇u+ (∇u)T

)
, ω 为圆频率, λ 和 µ 称为 Lamé 参数, I 为 3× 3

的单位矩阵.

在障碍物 D 外, 弹性波方程的解可以表示为: u = up + us, 其中 up = − 1
k2
p
∇∇·u 为纵波向量部分,

us =
1
k2
s
∇×∇× u 为横波向量部分, 它们分别满足方程:

∆up + k2pup = 0, ∇× up = 0,

∇×∇× us − k2sus = 0, ∇·us = 0.

这里, kp = ω
√

1
λ+2µ = ω

cp
为纵波波数, ks = ω

√
1
µ = ω

cs
为横波波数.

我们要求方程 (1.1)-(1.2) 的解满足著名的 Kupradze 辐射条件 [1],

lim
|x|→∞

|x|
(
∂up

∂|x|
− ikpup

)
= 0, lim

|x|→∞
|x|
(
∂us

∂|x|
− iksus

)
= 0. (1.3)
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关于弹性波正散射问题的适定性得到了广泛的研究 [1, 2]. 可以证明, 弹性波方程 (1.1)-(1.3) 的散

射解 us = u− ui 在空间 H1
loc(R3\D̄) 中是存在唯一的. 这里, ui = G(x, xs)q, G(x, xs) 是弹性波方程的

基本解.

近年来, 求解均匀介质中弹性波逆散射问题的直接法受到人们的大量关注. 其主要包括线性采样

法 [3], 分解法 [4,5] 以及在形状优化中广泛采用的拓扑导数方法. Arens [3] 把声波逆散射问题的 LSM

方法和分解法推广到重构二维弹性波障碍物逆散射问题, 并给出了相应的成像指示函数. Guzina 等

人 [6] 利用拓扑导数方法对弹性波非均匀介质逆散射问题进行重构. 关于弹性波逆散射问题更多的讨

论请参见综述 [7].

在当今勘探地球物理领域中, 基于波动方程反传播和时逆的想法, 叠前深度偏移方法和逆时偏

移方法 [8–10]. 由于其能够对复杂地质构造进行有效成像, 因而得到了广泛应用 (Claerbout [11, 12],

Bleistein 等人 [13, 14] 及张关泉 [15] 和张宇 [16, 17] 等). 逆时偏移方法的主要思想是将接收到的散

射数据时逆反传播到背景介质中,然后计算反传播波场与入射波场之间的互相关来得到最终的成像结

果. 关于偏移方法理论的奠基性工作主要是由 Beyklin 等学者 [18–20] 基于广义 Radon 变换, 采用高

频渐近假设或者几何光学近似给出的渐近分析. 但是在实际工程应用中, 这些假设可能无法满足. 在

文 [21, 22] 中, 在不需要高频渐近以及 Born 弱散射的假设条件下, 针对声波与电磁波扩展障碍物逆

散射成像问题提出了单频逆时偏移方法, 给出了该方法的成像分辨率, 并对成像结果进行了数学刻画:

互相关成像结果的虚部为正值函数, 因而对数据中夹杂的随机噪音具有较好的稳定性; 在散射体外部,

成像函数具有快速衰减,但散射体内具有较大的值,从而在散射体边界上形成较大的峰值.针对平行平

板声波波导逆散射问题, 本文作者 [23] 基于广义 Helmholtz-Kirchhoff 恒等式的研究, 提出了采用半空

间 Green 函数进行反传播和互相关计算的波导逆时偏移方法. 并且文中关于多次反射波对成像函数

的影响建立了误差估计以及给出了有限孔径选取的标准.最后同样地研究了波导逆时偏移方法的成像

分辨率.

对于各向同性弹性介质, 由于接收的数据中包含着纵波和横波相互转换的散射波场, McMechan

等人 [24, 25] 通过对分离后的纵波和横波数据分别运用标量声波逆时偏移成像理论进行处理, 成像条

件为传统的声波激励时间 (Excitation time) 成像条件. 目前, 实现弹性波逆时偏移算法主要采用外推

检波器波场以及震源波场到背景介质中, 然后采用 Helmholtz 分解分别得到检波器波场和震源波场的

纵波与横波势函数, 最后采用标量声波互相关成像条件得到最终的成像结果 [26,27]. 本文受弹性波逆

源问题研究 [28] 的启发, 提出了加权弹性波逆时偏移方法, 并对该方法的成像分辨率进行了分析.

本文剩余部分安排如下: 在第二节中, 我们提出加权弹性波逆时偏移方法来对刚性障碍物进行成

像. 在第三节中, 研究加权弹性波逆时偏移方法的成像分辨率. 在第四节中, 通过数值算例验证该方法

成像的有效性.

2 弹性波逆时偏移方法

本小节中, 我们主要研究弹性波逆散射问题的逆时偏移方法. 设存在 Ns 个发射器和 Nr 个接收

器分别一致均匀分布在 Γs = ∂Bs 和 Γr = ∂Br 上, 这里 Bs 和 Br 分别是半径为 Rs 和 Rr 的球. 令

(Rs, θs, ϕs) 和 (Rr, θr, ϕr) 分别为发射器 xs 和接收器 xr 的球坐标表示. 记 Ω 为障碍物搜索区域, 且

D ⊂ Ω ⊂ Bs, Br.

引入弹性波基本解矩阵 G(x, y) ∈ C3×3,其第 j 列向量 G(x, y)ej (j = 1, 2, 3)定义为如下弹性波方

2
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程的解:

∇·σ
(
G(x, y)ej

)
+ ω2G(x, y)ej = −δy(x)ej ,

这里, e1, e2, e3 为三维单位标准正交基向量.

G(x, y) 可以表示为纵波和横波 Green 函数之和:

G(x, y) = Gp(x, y) +Gs(x, y), (2.1)

这里,

Gp(x, y) = − 1

µk2s
∇∇gp(x, y), Gs(x, y) =

1

µ
(I+

1

k2s
∇∇)gs(x, y).

其中, gp(x, y) 和 gs(x, y) 分别为对应于波数为 kp 和 ks 的三维 Helmholtz 方程的基本解, 即

gα(x, y) =
eikα|x−y|

4π|x− y|
, α = p, s.

弹性波基本解满足如下空间互异性:

G(x, y) = G(y, x)T .

下面我们将引入单频加权弹性波逆时偏移方法 (RTM),其主要由如下两步组成: 第一步称为波场

反传播,此过程中我们把接收的数据取复共轭 (即时逆数据 us
q(xr, xs)),再利用弹性波方程反传播到背

景区域中,且对反传播场进行加权求和;第二步称为互相关,此过程中我们计算加权入射场和加权反传

播场之间的互相关, 然后取虚部作为我们最终的成像结果.

算法 2.1 (加权弹性波逆时偏移方法)

假定在 xr 处接收的散射数据 us
q(xr, xs) 是由点源在 xs 处沿着极化方向 q 激发产生 (s = 1, . . . , Ns,

r = 1, . . . , Nr).

1◦ 波场反传播: 对每一个 s = 1, . . . , Ns, 计算弹性波反传播波场 vq, 其定义为如下弹性波方程的解:

∇·σ(vq) + ω2vq =
1

Nr

Nr∑
r=1

|∆(xr)|us
q(xr, xs)δxr (x) in R3,

lim
|x|→∞

|x|
(
∂vqp
∂|x|

− ikpv
q
p

)
= 0, lim

|x|→∞
|x|
(
∂vqs
∂|x|

− iksv
q
s

)
= 0,

其中 |∆(xr)| = 2π2R2
r sin(θr) 为 xr 处的表面元, vqp 和 vqs 分别为弹性波场 vq 的纵波和横波向量部分.

2◦ 互相关: 对每一个成像点 z ∈ Ω, 计算

I(z) = ω2
∑
q=ek

k=1,2,3

Im

{
1

Ns

Ns∑
s=1

|∆(xs)|uq
w(z, xs)· (cpvqp(z, xs) + csv

q
s(z, xs))

}
, (2.2)

其中 |∆(xs)| = 2π2R2
s sin(θs) 为 xs 处的表面元, uq

w(z, xs) = cpGp(z, xs)q+ csGs(z, xs)q 为加权入射场.

利用 Betti 公式, 反传播场 vq 可以表示为:

vq(z, xs) = − 1

Nr

Nr∑
r=1

|∆(xr)|G(z, xr)us
q(xr, xs). (2.3)

3
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结合式 (2.2) 和式 (2.3) 即为本文数值算例中所使用的成像方法.

可以看出, 对任何 z ∈ Ω ⊂ Ωs, Gα(z, xs) 关于变量 xs ∈ Γs 为光滑函数. 同样地, G(z, xr) 关于变

量 xr ∈ Γr 也是光滑函数. 并且 us
q(xr, xs) 关于变量 xr 和 xs 亦是光滑函数. 因此, (2.2) 中成像函数

I(z) 可以看作采用数值积分对如下连续函数的逼近,

Î(z) = ω2
∑
q=ek

k=1,2,3

Im

∫
Γs

∫
Γr

uq
w(z, xs)·

(
cpGp(z, xr) + csGs(z, xr)

)
us
q(xr, xs)ds(xr)ds(xs). (2.4)

在下节中, 我们将从该式出发对加权弹性波逆时偏移方法的分辨率进行分析.

3 弹性波 RTM 成像分辨率分析

为了研究弹性波加权逆时偏移方法的分辨率, 我们首先引入如下关于弹性波波场的渐近估计, 其

证明可以参见 Kupradze 的专著 [1, pp. 52-54].

引理 3.1 记 x̂ = x/|x|, 则弹性波场 u 满足如下渐近估计,

us· x̂ = o(|x|−1), up × x̂ = o(|x|−1),

∂us

∂|x| · x̂ = o(|x|−1),
∂up

∂|x| × x̂ = o(|x|−1),

σ(uα)x̂ = iωcαuα + o(|x|−1), α = p, s,(
Gs(x, y)ek

)
·up(x) = o(|x|−2),

(
Gp(x, y)ek

)
·us(x) = o(|x|−2), k = 1, 2, 3.

特别地, 纵波和横波基本解矩阵 Gα(x, y) (α = p, s) 满足

σ
(
Gα(x, y)ek

)
x̂ = iωcαGα(x, y)ek +O(|x|−2), k = 1, 2, 3.

该引理蕴含着: 当弹性波传播到一定距离后, 由于弹性波的解可以分解成纵波和横波部分: u =

up + us, up 的传播方向和震动方向是一致的并且沿着方向 x̂, 由引理知其在正交方向的振幅是高阶衰

减的. 类似地, 横波的传播方向和震动方向是正交的, 由引理知其在传播方向的振幅是高阶衰减的.

类似于声波和电磁波 RTM成像分辨率分析,我们引入弹性波的 Helmholtz-Kirchhoff恒等式 [28].

引理 3.2 设 D为 R3中有界 Lipschitz区域, ν 为其边界上的外法线方向,则对任意向量 p, q ∈ R3,∫
∂D

(
σ(G(ξ, x)q)ν·G(ξ, y)p−G(ξ, x)q·σ(G(ξ, y)p)ν

)
ds(ξ) = 2i q · ImG(x, y)p, ∀ x, y ∈ D.

证明 为了完整性起见, 这里我们给出该恒等式的证明. 对于固定的 y ∈ D, 由于 ImG(·, y)p 满
足弹性波方程, 由解的表示定理可知,

q· ImG(x, y)p =

∫
∂D

(
G(ξ, x)q·σ(ImG(ξ, y)p)ν − [σ(G(ξ, x)q)ν]· ImG(ξ, y)p

)
ds(ξ), ∀ x ∈ D.

由于 ImG(ξ, y)p = 1
2i (G(ξ, y)p−G(ξ, y)p), 则定理是下面恒等式的直接推论,∫

∂D

(
[σ(G(ξ, x)q)ν]·G(ξ, y)p−G(ξ, x)q·σ(G(ξ, y)p)ν

)
ds(ξ) = 0, ∀ x, y ∈ D.

记 BR 是半径为 R > 0 的球并且 D ⊂ BR, 由于 x, y ∈ D 且 G(·, x)q 与 G(·, y)p 在区域 BR\D̄ 满
足弹性波方程, 由分部积分可得,∫

∂D

(
[σ(G(ξ, x)q)ν]·G(ξ, y)p−G(ξ, x)q·σ(G(ξ, y)p)ν

)
ds(ξ)

4
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=

∫
∂BR

(
[σ(G(ξ, x)q)ν]·G(ξ, y)p−G(ξ, x)q·σ(G(ξ, y)p)ν

)
ds(ξ).

令 R → ∞, 利用引理 3.1 中的渐近关系, 并注意到空间互易性 G(ξ, x) = G(x, ξ)T 即得所需要的等式,

证毕.

�

类似地, 我们可以分别得到关于向量型纵波和横波的 Helmholtz-Kirchhoff 恒等式 [28].

引理 3.3 设 D 为 R3 中有界 Lipschitz 区域, ν 为其边界上的外法线方向, 则对任意向量 p, q ∈
R3, α = p, s, ∫

∂D

(
σ(Gα(ξ, x)q)ν·Gα(ξ, y)p−Gα(ξ, x)q·σ(Gα(ξ, y)p)ν

)
ds(ξ)

= 2i q · ImGα(x, y)p, ∀ x, y ∈ D.

利用引理 3.1 中的渐近关系以及关于弹性波的 Helmholtz-Kirchhoff 恒等式可得下面的引理,

引理 3.4 对任意 x, z ∈ Ω,

ωcα

∫
Γr

Gα(xr, x)
TGα(xr, y) ds(xr) = ImGα(x, y) +Wr

α(x, y), α = p, s.

ω

∫
Γr

Gp(xr, x)
TGs(xr, y) ds(xr) = Wr

ps(x, y),

ω

∫
Γr

Gs(xr, x)
TGp(xr, y) ds(xr) = Wr

sp(x, y).

其中, ∥Wr
α∥L∞(Ω×Ω) + ∥∇xWr

α∥L∞(Ω×Ω) 6 CR−1
r 一致成立, α ∈ {p, s, ps, sp}. 这里对于矩阵 A(x, y) ∈

C3×3, 其元素为 Aij(x, y) (i, j = 1, 2, 3), 我们定义 ∥A∥L∞(Ω×Ω) = max
i,j=1,2,3

∥Aij∥L∞(Ω×Ω).

注记 3.1 对于弹性波逆源成像问题,接收的向量弹性波数据可以做为点源反传播到背景介质中.

在成像过程中, 纵波的数据只能通过纵波方程进行反传播, 横波的数据只能通过横波方程进行反传播.

但是如果接收的散射数据是远离点源激发的位置, 那么由于纵波与横波的震动方向是正交传播的, 因

而在此情形下, 纵波和横波之间的互相关不能成像, 但是二者乘积的振幅值快速衰减. 因此, 弹性波时

逆反传播能够很好地聚焦在点源处. 这是弹性波采用点源时逆成像方法进行逆源成像的关键所在.

为了分析的需要, 我们回顾一下弹性波方程 DtN 映射 GD : H1/2(ΓD) → H−1/2(ΓD) (参见 [1]).

对任意 g ∈ H1/2(ΓD), GD(g) = σ(w)ν|ΓD (ν 为 ΓD 上的外法线方向), 其中 w ∈ H1
loc(R3\D̄) 是如下散

射问题的解:

∇·σ(w) + ω2w = 0 in R3\D̄, (3.1)

w = g on ΓD, (3.2)

lim
|x|→∞

|x|
(
∂wp

∂|x|
− ikpwp

)
= 0, lim

|x|→∞
|x|
(
∂ws

∂|x|
− iksws

)
= 0. (3.3)

其中 wp 和 ws 分别是 w 的纵波和横波向量部分.

散射问题 (3.1)-(3.3) 的解 w 的远场模式 w∞(x̂) 定义为 [29],

w(x) =
eikp|x|

|x|
w∞

p (x̂) +
eiks|x|

|x|
w∞

s (x̂) +O

(
1

|x|2

)
, |x| → ∞, (3.4)

5
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其中 x̂ = x/|x| ∈ S := {x ∈ R3 : |x| = 1}, 纵波远场模式 w∞
p (x̂) 和横波远场模式 w∞

s (x̂) 分别定义为,

w∞
p (x̂) =

k2p
4πω2

∫
∂D

[σ(e−ikpx̂·yx̂x̂T )νy]
Tw(y)− e−ikpx̂·yx̂x̂Tσ(w)νydsy,

w∞
s (x̂) =

k2s
4πω2

∫
∂D

[σ(e−iksx̂·y(I − x̂x̂T ))νy]
Tw(y)− e−iksx̂·y(I − x̂x̂T )σ(w)νydsy.

这里 σ(A)ν ∈ C3×3, 其第 j 列
(
σ(A)ν

)
ej := σ(Aej)ν.

引理 3.5 假设 g ∈ H1/2(ΓD), 并且 w 是满足方程 (3.1)-(3.3) 的散射解, 则

−Im⟨g,GD(g)⟩ΓD
= ω

(
cp

∫
S

|w∞
p |2ds+ cs

∫
S

|w∞
s |2ds

)
> 0,

其中 ⟨·, ·⟩ΓD
表示 H1/2(ΓD) 和 H−1/2(ΓD) 之间的对偶内积.

证明 令 BR 是包含散射体 D, 半径为 R 的球, ν 为其外法线方向. 由分部积分, 易得

⟨g,GD(g)⟩ΓD
= ⟨w, σ(w)ν⟩ΓD

=

∫
BR\D̄

(
(λ+ 2µ)|divw|2 + µ|curlw|2 − ω2|w|2

)
dx+

∫
ΓR

w · σ(w)νds(x).

利用引理 3.1 中渐近关系可知, σ(w)ν = iω(cpwp + csws) + o(R−1), w = wp +ws. 当 R → ∞, 结合远场

模式的定义知 ∫
ΓR

w · σ(w)νds(x) = −iω

(
cp

∫
S

|w∞
p |2ds+ cs

∫
S

|w∞
s |2dx̂

)
+ o(1).

从而引理得证.

�

引理 3.6 设 A,B ∈ C3×3, B 为常矩阵, ν 为任意向量, 则
(
σ(A)ν

)
B = σ(AB)ν.

证明 由于 B 为常矩阵, 根据定义知, 对任意标准基向量 ek,(
σ(A)ν

)
Bek = σ(ABek)ν = σ

(
(AB)ek

)
ν, k = 1, 2, 3.

从而引理成立.

�

下面介绍关于弹性波正散射问题的稳定性估计, 其对弹性波 RTM 成像分辨率分析非常重要, 该

定理的证明可以参见 [2].

引理 3.7 设 g ∈ H−1/2(∂D), 则散射问题

∇·σ(U) + ω2U = 0 in R3\D̄,

U = g on ΓD,

lim
|x|→∞

|x|
(
∂Up

∂|x|
− ikpUp

)
= 0, lim

|x|→∞
|x|
(
∂Us

∂|x|
− iksUs

)
= 0,

存在唯一解 U ∈ H1
loc(R3\D̄). 进一步, 存在常数 C 使得 ∥U∥H1

loc(R3\D̄) 6 C∥g∥H1/2(ΓD).

6
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下面的定理是本文关于弹性波 RTM成像方法的主要定理,它给出了弹性波成像结果的数学刻画.

定理 3.1 对任意 z ∈ Ω, 令 Ψk(ξ, z) (k = 1, 2, 3) 是如下三维弹性波方程的解,

∇ξ·σ
(
Ψk(ξ, z)

)
+ ω2Ψk(ξ, z) = 0 in R3\D̄, (3.5)

Ψk(ξ, z) = −ImG(ξ, z)ek on ΓD, (3.6)

lim
|ξ|→∞

|ξ|

(
∂Ψk

p(ξ, z)

∂|ξ|
− ikpΨ

k
p(ξ, z)

)
= 0, lim

|ξ|→∞
|ξ|
(
∂Ψk

s(ξ, z)

∂|ξ|
− iksΨ

k
s(ξ, z)

)
= 0. (3.7)

则

Î(z) = ω
3∑

k=1

(
cp

∫
S

|Ψk,∞
p |2dx̂+ cs

∫
S

|Ψk,∞
s |2dx̂

)
+ wÎ(z), ∀ z ∈ Ω,

其中, 高阶项 ∥wÎ∥L∞(Ω) 6 C(R−1
s +R−1

r ) 一致成立.

证明 由积分表示定理可得,

us
q(xr, xs) =

∫
ΓD

(
[σ
(
G(ξ, xr)

)
ν]Tus

q(ξ, xs)−G(xr, ξ)σ
(
us
q(ξ, xs)

)
ν
)
ds(ξ).

利用引理 3.6和引理 3.4以及 Green函数的空间互易性: G(z, xr) = G(xr, z)
T , G(z, ξ)T = G(ξ, z),

我们有

ω

∫
Γr

(
cpGp(z, xr) + csGs(z, xr)

)
us
q(xr, xs)ds(xr)

=

∫
ΓD

(
[σ
(
ImG(ξ, z) +Wr(z, ξ)T

)
ν]Tus

q(ξ, xs)

−
(
ImG(z, ξ) +Wr(z, ξ)

)
σ
(
us
q(ξ, xs)

)
ν
)
ds(ξ). (3.8)

其中 Wr = Wr
p +Wr

s + cpWr
ps + csWr

sp.

将式 (3.8) 代入成像函数 (2.4) 中可得,

Î(z) = −ImTr
[ ∫

ΓD

(
[σ
(
ImG(ξ, z) +Wr(z, ξ)T

)
ν]TV(ξ, z)

−
(
ImG(z, ξ) +Wr(z, ξ)

)
σ
(
V(ξ, z)

)
ν
)
ds(ξ)

]
. (3.9)

这里 Vij(ξ, z) = ω
3∑

k=1

∫
Γs

[
eTj
(
cpGp(z, xs)ek + csGs(z, xs)ek

)](
eTi u

s
ek
(ξ, xs)

)
ds(xs), 取其共轭得,

Vij(ξ, z) = ω
3∑

k=1

∫
Γs

[
eTj
(
cpGp(z, xs)ek + csGs(z, xs)ek

)](
eTi u

s
ek
(ξ, xs)

)
ds(xs).

对于固定的 j, V(ξ, z)ej 可以看做为对散射解 us
ek
(ξ, xs) (k = 1, 2, 3)进行加权叠加, 从而可知 V(ξ, z)ej

是如下弹性波方程的散射解:

∇·σ
(
V(ξ, z)ej

)
+ ω2V(ξ, z)ej = 0 in R3\D̄.

并且在散射体边界上, 其满足如下边界条件:

Vij(ξ, z) = −ω
3∑

k=1

∫
Γs

[
eTj
(
cpGp(z, xs)ek + csGs(z, xs)ek

)](
eTi G(ξ, xs)ek

)
ds(xs).

7
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注意到基本恒等式
∑3

k=1 eke
T
k = I, 从而

Vij(ξ, z) = −ω

∫
Γs

eTj

(
cpGp(z, xs) + csGs(z, xs)

)
G(ξ, xs)

T eids(xs).

利用引理 3.4 得

Vij(ξ, z) = −ω

∫
Γs

eTj

(
ImG(z, ξ) +Ws(z, ξ)

)
eids(xs)

这里, Ws = Ws
p+Ws

s+cpWs
ps+csWs

sp. 该式中我们同样地运用了 Green函数的空间互易性: G(z, xs) =

G(xs, z)
T .

由 Ψk(ξ, z) 的定义知 V(ξ, z)ek = Ψk(ξ, z) + ζk(ξ, z), 其中 ζk(ξ, z) 是满足弹性波方程及 Kupradze

辐射条件, 并且在散射体边界上满足刚性边界条件 ζk(ξ, z) = −Ws(z, ξ)
T
ek. 利用引理 3.7 可知,

则对任意 z ∈ Ω, ζk(ξ, z) 一致地满足 ∥ζk(·, z)∥H1/2(ΓD) 6 CR−1
s 以及 ∥σ(ζk(·, z))ν∥H−1/2(ΓD) 6

C∥ζk(·, z)∥H1
loc(R3\D̄) 6 CR−1

s .

记矩阵 Ψ(ξ, z), ζ(ξ, z) ∈ C3×3,它们的第 k列分别为 Ψk(ξ, z)与 ζk(ξ, z), k = 1, 2, 3. 将式 V(ξ, z) =
Ψ(ξ, z) + ζ(ξ, z) 代入 (3.9) 中可得,

Î(z) = −ImTr
[ ∫

ΓD

(
[σ
(
ImG(ξ, z)

)
ν]TΨ(ξ, z)− ImG(z, ξ)σ

(
Ψ(ξ, z)

)
ν
)
ds(ξ)

]
+O(R−1

s +R−1
r ),

= ImTr
[ ∫

ΓD

(
[σ
(
ImG(ξ, z)

)
ν]TΨ(ξ, z)− ImG(z, ξ)σ

(
Ψ(ξ, z)

)
ν
)
ds(ξ)

]
+O(R−1

s +R−1
r ),

= −Im

3∑
k=1

∫
ΓD

Ψk(ξ, z)·σ
(
Ψk(ξ, z)

)
νds(ξ) +O(R−1

s +R−1
r ).

利用引理 3.5 中弹性波 DtN 映射性质即可证得定理所要的结论.

�

众所周知, ImG(x, z)在 x = z 处具有很大的峰值,离开 z 具有 |x−z|−1/2 的衰减. 因而 ImG(x, z)

在散射体 D 的边界上具有很大的峰值, 远离边界 ∂D 时快速衰减. 我们能够期望成像函数 Î(z) 在散

射体 D 边界上具有很大的差异, 而远离散射体 D 时, 成像值快速衰减. 另外, 从算法2.1 可知, 我们的

成像函数关于数据 us(xr, xs) 是有界线性算子, 因此该成像方法关于数据是稳定的, 我们的计算结果

也验证了这一点.

4 数值算例

在本节中, 我们将给出一些数值算例来说明本文中所提出的弹性波加权逆时偏移方法具有非常

好的成像能力. 为了减少计算量, 这里只展示二维数值结果. 所有的二维弹性波合成数据均是采用

Nyström 方法来离散求解积分方程 [30] 得到的. 在本节算例中, 我们固定 Lamé 常数为 λ = µ = 1. 障

碍物的边界曲线参数化如下:

Circle: x1 = ρ cos(θ), x2 = ρ sin(θ), θ ∈ (0, 2π],

Kite: x1 = cos(θ) + 0.65 cos(2θ)− 0.65, x2 = 1.5 sin(θ), θ ∈ (0, 2π],

p-leaf: r(θ) = 1 + 0.2 cos(pθ), θ ∈ (0, 2π].
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图 1 算例 1: 从左至右为精确模型与采用入射波频率为 ω = 2π, 4π, 6π 的成像结果.
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图 2 算例 1: 第一和第三幅图为精确的散射体模型,第二和第三幅图为分别采用 ω = 8π 且 Ns = Nr =

256 和 ω = 10π 且 Ns = Nr = 318 的成像结果.
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图 3 算例 2: 从左到右噪音水平分别为 τ = 10%, 20%, 40%, 60% 加性 Gaussian 噪音的单频成像结果.

 

 

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14

0.16

0.18

0.2

0.22

0.24

 

 

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4 0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14

0.16

0.18

0.2

0.22

0.24

 

 

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14

0.16

0.18

0.2

0.22

0.24

 

 

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 4

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14

0.16

0.18

0.2

0.22

0.24

0.26

图 4 算例 2: 从左到右噪音水平分别为 τ = 10%, 20%, 40%, 60% 加性 Gaussian 噪音的多频成像结果.
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例 1. 在本算例中, 我们考虑对两个相隔一定间距的散射体进行成像. 第一个理论模型为相距大

约为 1, 半径为 ρ = 2 的两个圆形障碍物, 第二个障碍物模型为大圆半径为 ρ = 3 和小圆半径分别为

ρ = 0.15 和 ρ = 0.1. 我们分别采用入射波频率 ω = 2π, 4π, 6π 对该模型进行成像.

图 1 显示了第一个模型的 RTM 成像结果, 其中成像区域为 Ω = (−6, 6) × (−6, 6), 成像网格为

201 × 201. 和 [21] 中声波成像结果一致, 随着入射波频率不断地提高, 两个散射体之间的间隔越来越

明显. 图 2 显示了第二个模型中不同尺度的散射体的成像结果, 这说明了弹性波加权逆时偏移方法能

够对不同尺度的障碍物进行良好的成像.

例 2. 本算例中, 我们研究成像方法对加性高斯随机噪音的稳定性. 我们按如下方式施加加性高

斯噪音:

unoise = us + νnoise,

其中, us 为精确的合成散射数据, νnoise 是均值为 0, 方差为 σ 的高斯分布函数, 这里 σ 定义为 τ 乘

以数据绝对值 |us| 的最大值, 即 νnoise ∼ N (0, τ max |us|).
对于单频数据,入射波频率 ω = 4π. 对于多频数据,入射波频率分别为 ω = 2π×(1.8, 1.9, 2.0, 2.1, 2.2),

这里采用 Kite 和 5-leaf 作为散射体模型进行测试. 成像区域为 Ω = (−4, 4) × (−4, 4), 成像网格为

201× 201, 数据采样数为 Ns = Nr = 128.

图 3 展示了对噪音水平 τ = 10%, 20%, 40%, 60% 的单频 RTM 成像结果. 图 4 是对多频数据进行

叠加 RTM 成像结果. 该图说明了如果采用多频数据进行 RTM 成像, 成像质量可以显著提高, 对数据

引入的随机噪音具有更好的稳定性.
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Reverse time migration for extended obstacles: elastic waves

CHEN Zhiming & HUANG Guanghui

Abstract We propose a new single frequency weighted elastic reverse time migration (RTM) algorithm for

imaging extended targets using elastic waves. The imaging functional is defined as the imaginary part of the

cross-correlation of the weighted elastic Green function and the weighted back-propagated elastic wavefield. The

resolution of our RTM method for non-penetrable extended targets is studied by virtue of Helmholtz-Kirchhoff

identity for elastic wave equation. The analysis implies that the imaginary part of our imaging functional is

always positive and thus may have better stability properties. Numerical examples are provided to demonstrate

the powerful imaging quality and confirm our theoretical results.

Keywords Extended obstacle, reverse time migration, inverse elastic scattering problem, resolution anal-

ysis, wavefield separation
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