
本章位于绪论之后、矩阵计算之前。第 4--8 章会反复使用本章结论：直接法使用正定性、正交变换和矩阵范数；

迭代法使用谱半径与非负矩阵；最小二乘使用投影和 SVD；Krylov 与特征值算法使用不变子空间、Schur 分解和

扰动界。

学习这些定义时，要注意它们之间的关系。例如

这些关系把几何、谱和数值计算连接起来。

TipTipTipTip

本页要点：本页要点：本页要点：本页要点： 后续算法会反复用到子空间、矩阵分解和扰动界，要把这些概念联系起来理解。

 

本章分为四个部分。

后续证明默认有限维空间。实数情形使用转置 ，复数情形使用共轭转置 。

TipTipTipTip

本页要点：本页要点：本页要点：本页要点： 先统一向量、矩阵、范数和谱的记号，后续算法与误差分析都要用到它们。

 

线性空间由向量集合  和标量域  组成。向量加法与标量乘法必须满足八条公理。对任意  和 

：

以及

第 02 章 线性代数基础第 02 章 线性代数基础第 02 章 线性代数基础第 02 章 线性代数基础     

2.1 课程内容2.1 课程内容2.1 课程内容2.1 课程内容     

 

2.2 本章主要内容2.2 本章主要内容2.2 本章主要内容2.2 本章主要内容     

1. 基本概念与常用变换：线性空间、基、线性变换、秩、特征值、正定性、Householder 与 Givens。

2. 距离与范数：向量/矩阵范数、谱半径、非负矩阵与 Perron--Frobenius 理论。

3. 矩阵分解：Schur分解、SVD、低秩近似和 Cos--Sin 分解。

4. 扰动分析：线性系统条件数、逆矩阵扰动、特征值与奇异值扰动界。

  

第2.1节 基础知识与常用变换第2.1节 基础知识与常用变换第2.1节 基础知识与常用变换第2.1节 基础知识与常用变换     

2.4 Linear Spaces2.4 Linear Spaces2.4 Linear Spaces2.4 Linear Spaces     

 

 



这些公理保证线性组合  在空间内有明确定义。

TipTipTipTip

本页要点：本页要点：本页要点：本页要点： 线性空间的闭合性和基的表示是理解投影、分解与子空间算法的基础。

 

向量组  线性无关，是指

它张成 ，是指每个  都可表示为

同时线性无关且张成  的向量组称为一组基。若 ，相减并由线性无关性得 ，所以基下

的表示唯一。

有限维空间中任意两组基含相同数量的向量，这个数量定义为 ，也是空间内线性无关向量的最大个数。空间

维数不随基改变，坐标分量则取决于所选基。

NoteNoteNoteNote

为什么两组基所含的向量个数相同？为什么两组基所含的向量个数相同？为什么两组基所含的向量个数相同？为什么两组基所含的向量个数相同？ 先证明一个更一般的结论：若  线性无关，而  张

成 ，则 。

用指标集记录尚未被换出的 ：令 ，并要求

当  时，这是因为  对应的  已张成 。假设已经构造出 ，且 。由

于  张成 ，存在系数使

如果所有 ，则 ，这与  线性无关矛盾。因此存在某个 ，使 

。从上式解出

 

  

2.5 Basis of A Linear Space2.5 Basis of A Linear Space2.5 Basis of A Linear Space2.5 Basis of A Linear Space     

 

 

 

 

  

 

 

 张成

   

   

 

   

 

 



令 。上式说明被换出的  属于新集合的张成空间，而原来的其他向量显然也属于新集合的

张成空间，所以新集合仍张成 ，且 。

如果 ，递推进行到  后， ，因此  张成 。于是  必属于 

，这与线性无关性矛盾。因此 。当两组向量都为基时，交换两组基的角色可得 ，

从而 。这里的“个数”是基中向量的数目，也就是空间的维数 。

TipTipTipTip

本页要点：本页要点：本页要点：本页要点： 选定基以后，抽象向量才有了可计算的坐标表示。

 

映射  称为线性变换，如果

由两式可得 ，所以只要知道基向量的像，就完全确定 。

设  是定义域基，  是值域基。把

的系数组成矩阵 ，则

在该表示下，变换复合对应矩阵乘法，核对应矩阵零空间，像对应矩阵列空间。改变基只改变矩阵表示，不改变变

换的核、像维数等内在性质。

NoteNoteNoteNote

矩阵表示是怎样得到的？矩阵表示是怎样得到的？矩阵表示是怎样得到的？矩阵表示是怎样得到的？ 式 (2.10) 中，  的第  列就是  在基  下的坐标向量。

对任意 ，由线性性及式 (2.10)，有 。因

此  在  下的第  个坐标是 ，这正是  的第  个分量，从而得到式 (2.11)。

NoteNoteNoteNote

为什么复合映射对应矩阵乘法？为什么复合映射对应矩阵乘法？为什么复合映射对应矩阵乘法？为什么复合映射对应矩阵乘法？ 另设线性映射 ，选定  的一组基 ，记 。对任意 

，先应用 ，再应用 ，其坐标满足 。因此 。

这里两个矩阵对中间空间  必须使用同一组基 ；先做 、后做 ，对应的乘积顺序是 。

TipTipTipTip

本页要点：本页要点：本页要点：本页要点： 线性变换在选定基下由矩阵表示，换基只改变坐标而不改变变换本身。

 

  

  

    

  

 

2.6 Linear Transformation and Matrix2.6 Linear Transformation and Matrix2.6 Linear Transformation and Matrix2.6 Linear Transformation and Matrix     

  

 

 

  

 

  

 

    

   

     

2.7 Subspaces and Direct Sum2.7 Subspaces and Direct Sum2.7 Subspaces and Direct Sum2.7 Subspaces and Direct Sum     



非空集合  是子空间，当且仅当它对线性组合封闭：

两个子空间之和定义为

若每个和分解唯一，则记为直和 。以下条件等价：

以及

这些条件也等价于：若  且 ，则 。若 ，则 

，交只有零元时便有 ，即分解唯一。任意子空间在有限维空间中都可补成某个直和分解 

，但补空间一般不唯一。

NoteNoteNoteNote

维数公式的推导。维数公式的推导。维数公式的推导。维数公式的推导。 记 、 。取  的基 ，分别添上  和 

，补成两个子空间的基。这三组向量合起来张成 。

若 ，移项得到 。因此存在系数 

 使 。两边都是  的基  的线性组合，线性无关性给出  和 。代

回原式，再由  的基  线性无关，得到 。所以合并组是  的基，

。交集为  时即得式 (2.15)；反之，式 (2.15) 也迫使 。

TipTipTipTip

本页要点：本页要点：本页要点：本页要点： 直和要求分解存在且唯一，交集只有零向量是唯一性的条件。

 

向量组的张成空间为

对 ，四个基本子空间是

四个基本子空间满足正交关系

 

 

 

 

 

 

          

   

 

   

 

        

   

    

   

2.8 Fundamental Subspaces2.8 Fundamental Subspaces2.8 Fundamental Subspaces2.8 Fundamental Subspaces     

 

 

 

 



秩定义为 。秩-零化度定理给出

NoteNoteNoteNote

正交关系和秩–零化度从哪里来？正交关系和秩–零化度从哪里来？正交关系和秩–零化度从哪里来？正交关系和秩–零化度从哪里来？ 对任意 ，  当且仅当  对所有  成立，也就

等价于 。因此 ，另一条关系同理。

取  的基 ，再添  补成定义域基。任意  都能写成 ，因此 

，说明这些像向量张成 。若 ，则 ，可写成 

。于是  是补全基的线性关系，故所有  均为零。于是  线性无关并

构成值域的基， ，得到式 (2.19)。

TipTipTipTip

本页要点：本页要点：本页要点：本页要点： 四个基本子空间把矩阵的行、列、零空间及其正交补联系起来。

 

首先证明

若 ，左乘  即得 。反之，若 ，则

所以 。复数情形把  换成 。

再证明

由第 2.8 页式 (2.18)、本页式 (2.20)（将  换为 ）及  的对称性，得到

有限维内积空间中 ，所以正交补相同的两个子空间也相同，即得式 (2.22)。

在式 (2.22) 中将  换为 ，便有

这些关系也可由后续的 SVD 直接读出。

TipTipTipTip

本页要点：本页要点：本页要点：本页要点： 处理矩阵方程时，要同时看右端是否属于值域，以及零空间中有哪些自由度。

 

 

 

  

  

 

   

  

  

2.9 Range and Null Spaces2.9 Range and Null Spaces2.9 Range and Null Spaces2.9 Range and Null Spaces     

 

   

 

 

 

 

 

 



行秩等于列秩，因此可统一记为 。基本性质包括

第一条来自列向量至多有  个线性无关、总数又为 ；第三条来自第 2.9 页的零空间、列空间关系及秩-零化度

定理；最后一条来自

若  非奇异，则左乘或右乘只改变基，不改变秩：

若 ，从  的  列中选出  个线性无关的列，组成 。它们构成  的一组基，所

以未选入  的其余列也都能唯一写成这些列的线性组合。对  的每一列写 ，按原列顺序组成 

。若  是所选的第  列，其坐标  就是第  个标准基向量；  因而包含所有列的坐标。

由此得到满秩分解

其中  来自所选列的线性无关性；  在所选列对应的位置包含  个标准基向量，因此 。

秩还决定矩阵在左右换基下的标准形：存在非奇异方阵 、 ，使

先取值域的一组基 ，分别选原像  使 ，再用零空间的一组基  补齐。这些向量线

性无关：对它们的零线性组合左乘 ，由  独立得前  个系数为零，再由零空间基独立得其余系数为零。因此 

 非奇异。把  补成  的基，组成 ，便有 ，即上式。  时 ，标

准形也成立。

同尺寸矩阵若可通过左右乘非奇异矩阵相互转化，就称为等价矩阵。等价变换保持秩；反过来，同秩矩阵都可化为

同一个 ，所以彼此等价。这里左右换基可以独立选择，不同于要求同一方阵换基的相似变换。

NoteNoteNoteNote

行秩与列秩、可逆变换与秩。行秩与列秩、可逆变换与秩。行秩与列秩、可逆变换与秩。行秩与列秩、可逆变换与秩。 由第 2.8 页的 ，有 

；再用式 (2.19) 得 。若  可逆，右乘  不改变值域，左乘  作

可逆线性变换，均不改变值域维数，因此式 (2.28) 成立。

TipTipTipTip

本页要点：本页要点：本页要点：本页要点： 秩同时刻画列空间维数、行空间维数和线性方程组中独立信息的数量。

 

2.10 Rank of A Matrix2.10 Rank of A Matrix2.10 Rank of A Matrix2.10 Rank of A Matrix     

 

 

 

 

  

 

 

 

  

  

 

 

    

  

 

2.11 Eigenvalues and Eigenvectors2.11 Eigenvalues and Eigenvectors2.11 Eigenvalues and Eigenvectors2.11 Eigenvalues and Eigenvectors     



对 ，右特征对满足

左特征向量满足 、 。谱和谱半径定义为

因为 ，  与  有相同的特征多项式，因此特征值及其代数重数

相同。

特征多项式

其中  是互异特征值，根  在多项式中的重数  称为代数重数。特征空间

的维数是几何重数 ，并且

NoteNoteNoteNote

为什么几何重数不超过代数重数？为什么几何重数不超过代数重数？为什么几何重数不超过代数重数？为什么几何重数不超过代数重数？ 设 ，取特征空间的一组基并补成  的基，组成矩阵 。前  

个基向量均满足 ，所以 。分块三角矩阵的行列式是对角块行列式的乘积，故 

，于是 。每个特征值都有非零特征向量，且  为  次多项

式，故 。秩-零化度定理还给出 。

NoteNoteNoteNote

从 Jordan 块看两种重数。从 Jordan 块看两种重数。从 Jordan 块看两种重数。从 Jordan 块看两种重数。 对同一特征值 ，若它对应的 Jordan 块共有  个，大小分别为 ，则

代数重数 ，几何重数 。前者是这些块的总阶数，后者是块数，因为每块只贡献

一个独立特征方向。例如，一个 3 阶块和一个 2 阶块对应同一特征值时，代数重数为 5，几何重数为 2。每

块至少有一阶，所以 ；等号成立当且仅当这些块都是一阶。

TipTipTipTip

本页要点：本页要点：本页要点：本页要点： 特征值方程寻找在线性变换下只改变尺度的特殊方向。

 

常见矩阵的谱可由定义直接判断。

 

 

  

 

     

 

 

 

 

  

     

      

    

 

2.12 Eigenvalues of Some Matrices2.12 Eigenvalues of Some Matrices2.12 Eigenvalues of Some Matrices2.12 Eigenvalues of Some Matrices     

零矩阵只有特征值 0；单位矩阵只有特征值 1。

标量矩阵  的特征值全为 ，因为  对任意非零向量成立。 

投影矩阵满足 。对特征向量作用两次得 ，故特征值只能为 0 或 1。  



可以用这些结论快速检查计算结果。例如，若计算出的 Hermitian 特征值的虚部超出预期舍入误差范围，应检查

输入、算法或实现是否符合假设。

NoteNoteNoteNote

几个结论的短推导。几个结论的短推导。几个结论的短推导。几个结论的短推导。 若 ，则 Hermitian 情形中 ，故  为实数；实反对称情

形 ，同一个标量同时等于自己的相反共轭，因此 。由于实矩阵的特征多项式系数为实

数，任何非实特征值都与其共轭成对出现。若  正交或酉，则 ，而左边等于 ，所以 

。若  对称正定且 ，令 ，则 ，故  也正定。

TipTipTipTip

本页要点：本页要点：本页要点：本页要点： 矩阵结构会限制特征值的范围，可用这些限制快速检查计算结果。

 

对称矩阵例子

直接相乘可得 、 。对应特征向量 、  的长度均

为 ，除以该长度得到单位长度的特征向量：

任意单位向量写为 ，其中 。于是

因此单位圆经  映射为沿  方向半轴长分别为 3 和 1 的椭圆。特征方向不发生转向，只按特征值缩放。

三角矩阵的特征值是对角元，因为  是对角因子的乘积。 

幂零矩阵满足 ，若 ，则 ，故 。     

对合矩阵满足 ，故特征值满足 ，即 。    

Hermitian 矩阵特征值为实数；实反对称矩阵的非零特征值为纯虚共轭对。

对称正定矩阵的特征值严格为正：由  得 。   

正交/酉矩阵满足 ，故特征值模为 1。 

对列随机 Markov 矩阵，  且 ，所以 1 是左特征值，也是  的特征值。各列和为 1 给出 

；由第 2.26 页的  可知，其余特征值的模也不超过 1。

  

  

奇异矩阵含特征值 0；可逆矩阵不含 0。

   

    

 

     

2.13 Geometric Meaning2.13 Geometric Meaning2.13 Geometric Meaning2.13 Geometric Meaning     

 

       

 

    

 



NoteNoteNoteNote

这个例子为什么能画成“沿特征方向纯缩放”？这个例子为什么能画成“沿特征方向纯缩放”？这个例子为什么能画成“沿特征方向纯缩放”？这个例子为什么能画成“沿特征方向纯缩放”？ 这里的  是实对称矩阵，可以写成 ，其特征

向量构成标准正交基。因此，单位圆沿特征向量方向的两个半轴分别只被缩放  倍；这种描述依赖于实对

称性。

对一般矩阵，特征向量即使存在，也可能不正交，甚至不能组成一组基；这时特征对仍表示某些不变方向，但

不能把整个变换理解为沿正交主轴的纯缩放。要描述一般实矩阵或复矩阵如何把单位球变成椭球，应使用 

SVD：右奇异向量给出输入主方向，左奇异向量给出输出主方向，奇异值给出相应的伸缩倍数。

对称矩阵和更一般的正规矩阵是特殊情形：左右奇异向量可以取自同一组正交特征向量（至多相差符号或复相

位），并且 ；只有半正定时才可同时取 。

TipTipTipTip

本页要点：本页要点：本页要点：本页要点： 单位圆经对称矩阵映射为椭圆，其主轴方向为特征方向，半轴长为特征值的绝对值。

 

若  对称正定，存在标准正交特征向量 ，且 。写

则正交性给出

因此二次曲面  在特征坐标中为

其第  个半轴长度为 。大特征值对应短半轴，小特征值对应长半轴。

这里的  是欧氏单位特征向量；椭球的半轴向量则按 -范数归一化，对应 。它的 -范数平方为 

，欧氏长度为 ，恰好等于该半轴长。

若令 ，则 。反之，令 ，单位圆被映射为上述椭圆。这给出正定二次型与加权

内积的几何意义。

本页仍用 ，所以等值线  是半轴长为  和 1 的椭圆，与上一页单位圆经  映射所得

的椭圆不同。由  得 ，因此  是未归一化的法向量。若 ，则 

，径向方向也就是特征方向；对本例的椭圆，这恰好发生在主轴端点。

TipTipTipTip

本页要点：本页要点：本页要点：本页要点： 正定二次型等值面的半轴长为特征值平方根的倒数，不要与单位圆经矩阵映射的像混淆。

 

  

2.14 Geometric Meaning: Alternative Perspective2.14 Geometric Meaning: Alternative Perspective2.14 Geometric Meaning: Alternative Perspective2.14 Geometric Meaning: Alternative Perspective     

 

 

 

 

 

 

   

  

     



 

特征值  的特征空间为

它是子空间，其维数就是几何重数 。更一般地，子空间  对  不变，是指

特征空间和  都是不变子空间；后一结论由  直接得到。

若  的列构成  的一组基，则不变性等价于存在  使

原因是每一列  都必须能由  的列线性表示，其系数正好组成 。若  方阵且非奇异，则

即  与  相似，因而 。若  仅列满秩，则  是  限制在不变子空间上的矩阵表示。

此时  的特征值也是  的特征值：若 、 ，则 。由于  列满秩，

，故它就是  对应的特征向量。

TipTipTipTip

本页要点：本页要点：本页要点：本页要点： 特征空间包含同一特征值对应的全部方向，讨论重根和不变子空间时要注意它的维数。

 

常见结构及其定义如下。

矩阵可能同时属于多个集合，例如实对称正定矩阵也是 Hermitian 矩阵、正规矩阵和可逆矩阵。利用这些结构，

可以选择计算量更小、稳定性更好的算法。

2.15 Eigenspace2.15 Eigenspace2.15 Eigenspace2.15 Eigenspace     

 

 

 

 

  

 

 

 

    

2.16 Commonly Used Matrices2.16 Commonly Used Matrices2.16 Commonly Used Matrices2.16 Commonly Used Matrices     

方阵：行列数相同；可逆矩阵：存在 。

奇异矩阵： ，等价于秩不足。 

对角矩阵、三角矩阵：非零位置受限，便于求解和读出特征值。

可对角化矩阵：存在非奇异矩阵 ，使  为对角矩阵，即可以选出一组特征向量作为全空间的基。

正规矩阵（normal matrix）： ；Hermitian/实对称矩阵是其子类。 

正交矩阵：实方阵满足 ；酉矩阵：复方阵满足 。两者都保持二范数。  

正半定/正定矩阵：Hermitian，且对所有非零 ，分别满足  或 。 

投影矩阵： ；若再有 ，则为正交投影。  

置换矩阵：每行每列恰有一个 1，是正交矩阵。



TipTipTipTip

本页要点：本页要点：本页要点：本页要点： 先识别矩阵的结构及其包含关系，才能选择合适的分解和求解方法。

 

逆时针旋转角  的矩阵为

若 ，利用和角公式可得

所以该矩阵确实把方向角增加 。两列标准正交，因此

由正交性， ，并保持距离与夹角。直接相乘并使用和角公式还得到

TipTipTipTip

本页要点：本页要点：本页要点：本页要点： 旋转矩阵把几何旋转写成线性变换，正交性保证长度不变。

 

Pauli 矩阵由 Wolfgang Pauli 于 1927 年引入，用于描述自旋  态的旋转及沿三个空间轴的自旋测量。三个

矩阵为

它们都是 Hermitian 且满足 ，故特征值只能是 。以

为例， ，所以它是  的  特征态；但

不与  共线，说明原态  不是  的特征态。这个矩阵乘积不表示测量后的电子态。沿  方向测量时，原

态在 、  两个本征态上的系数模平方均为 ，所以测得  并得到对应本征态的

概率各为 。

2.17 Example 1: Rotation Matrices2.17 Example 1: Rotation Matrices2.17 Example 1: Rotation Matrices2.17 Example 1: Rotation Matrices     

 

  

 

 

  

 

2.18 Example 2: Pauli Matrices2.18 Example 2: Pauli Matrices2.18 Example 2: Pauli Matrices2.18 Example 2: Pauli Matrices     

 

 

 

   

 

  

    



这个例子把特征向量的代数定义与可观测量、基变换联系起来。

TipTipTipTip

本页要点：本页要点：本页要点：本页要点： Pauli 矩阵展示了复数矩阵、特征态和量子计算中的基本结构。

 

实对称矩阵  称为正定矩阵，如果

正定矩阵必非奇异：若  且 ，则 ，矛盾。若  正定，则  也正定；若  列满秩，

则对任意非零 ， ，从而

所以  正定。

NoteNoteNoteNote

 与  的对称性由转置规则直接验证。令 ，则 ，故逆矩阵也

正定。另外，取  得 ，所以正定矩阵的所有对角元都为正。

判据.判据.判据.判据. 设  为  的前  主子矩阵。实对称矩阵  正定当且仅当

相应地，  负定当且仅当

证明.证明.证明.证明. 若  正定，则任意非零  都满足

因此每个  都正定，其特征值全为正，故 。

反之，设所有 ，并令 。对阶数归纳构造无主元  分解。  时由 、  立

即成立。若 ，分块写成

因为 ，有对称消元恒等式

2.19 Symmetric Positive Definiteness2.19 Symmetric Positive Definiteness2.19 Symmetric Positive Definiteness2.19 Symmetric Positive Definiteness     

 

 

   

 

 

    

  

Sylvester 判据Sylvester 判据Sylvester 判据Sylvester 判据     

    

 

 

 

 

 

     

 

 

  

 



若  是  的前  主子矩阵，则同一分块消元给出

归纳假设应用于 ，并嵌入上式，得到

这里  是对角矩阵，  是顺序主子式；  为非奇异单位下三角矩阵，而  给出最后一个比值公

式。于是对任意 ，

故  正定。最后，  负定等价于  正定，而 ；对  应用已证结论即得负定判据。证

毕。

TipTipTipTip

本页要点：本页要点：本页要点：本页要点： 正定性表示二次型具有正能量，也是许多数值算法保证稳定性所需的条件。

 

定理 2.1.定理 2.1.定理 2.1.定理 2.1. 设 ，定义行 Gershgorin 圆盘

则

若其中  个圆盘组成一个与其余圆盘不相交的连通区域 ，则  中恰含  个特征值，按代数重数计。

证明.证明.证明.证明. 令  为特征对，取  使 。由于 ，有 。第  行方程为

两边取绝对值并除以 ：

所以 ，第一部分成立。

为证明计数结论，令

 

 

 

 

 

 

   

2.20 Theorem 2.1：Gershgorin Circle Theorem2.20 Theorem 2.1：Gershgorin Circle Theorem2.20 Theorem 2.1：Gershgorin Circle Theorem2.20 Theorem 2.1：Gershgorin Circle Theorem     

  

 

 

   

 

 

 

 



第  个圆盘为

设  是组成  的那  个圆盘的指标集。两个圆盘并集是互不相交的紧集，故可选区域的有向边界 ，使  

的圆盘位于区域内，其余圆盘位于区域外。  可由多条闭曲线组成，外边界取正向，孔洞的内边界取负向。对每个 

，特征值都在相应圆盘内，所以没有特征值落在  上。

利用复分析中的辐角原理，

等于区域内的特征值个数，按代数重数计。被积函数连续依赖于 ，而  取整数值，故它在连通区间  上

恒定。  时 ，区域内恰有  的  个对角元，所以 。证毕。

若  严格行对角占优，即

则所有圆盘都不含原点，因此 ，矩阵非奇异。

由于  与  的谱相同，对  应用定理还可得到列圆盘 。这些定位结果也引出后续

问题：矩阵元素的小扰动会使特征值移动多少？

TipTipTipTip

本页要点：本页要点：本页要点：本页要点： Gershgorin 圆盘给出特征值的包围区域，而不是每个特征值的精确位置。

 

设  为同阶非奇异矩阵，预解式恒等式（resolvent identity）为

证明。证明。证明。证明。 展开 ，移项即得。它把逆矩阵之差与原矩阵之差联系起来；乘法次序须保

持不变。

Sherman 与 Morrison 于 1950 年给出秩一更新公式，Woodbury 同年给出低秩更新的推广。

设  非奇异， ，并假设  非奇异。低秩更新的逆为

令右端为 ，记 。直接相乘：

 

 

 

     

 

 

   

2.21 Sherman–Morrison–Woodbury Formula2.21 Sherman–Morrison–Woodbury Formula2.21 Sherman–Morrison–Woodbury Formula2.21 Sherman–Morrison–Woodbury Formula     

 

   

   

 

  

 



方阵存在右逆即非奇异，且该右逆就是逆矩阵，公式得证。意义在于：只需已有的  作用和一个  小矩阵

求逆，而不必重新分解  矩阵。

当 、 、  时，得到 Sherman--Morrison 公式

分母非零是必要条件；若它为零，则矩阵行列式引理给出 。

TipTipTipTip

本页要点：本页要点：本页要点：本页要点： 低秩更新可归结为求解小规模线性系统，关键前提是其系数矩阵可逆。

 

定理 2.2.定理 2.2.定理 2.2.定理 2.2. 设

是  的特征多项式，则

若  可逆，则  可表示为  的次数不超过  的多项式。

证明.证明.证明.证明. 写

以及

伴随矩阵恒等式为

比较  的系数，依次得到

递推关系给出

取  并代入最后一个系数关系，得到

即 。这里通过比较标量多项式系数完成证明，避免了把矩阵直接代入含非交换因子的恒等式。

 

 

   

 

  

2.22 Theorem 2.2：Cayley–Hamilton Theorem2.22 Theorem 2.2：Cayley–Hamilton Theorem2.22 Theorem 2.2：Cayley–Hamilton Theorem2.22 Theorem 2.2：Cayley–Hamilton Theorem     

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 



若  可逆，则 。将上式右乘  并解出逆矩阵：

证毕。

TipTipTipTip

本页要点：本页要点：本页要点：本页要点： Cayley--Hamilton 定理把高次矩阵幂化为次数不超过  的矩阵多项式。

 

向量范数  满足正定性、三角不等式和绝对齐次性：

常用 -范数为

有限维空间中所有范数等价。例如

前两项分别由  和  得到；第三项用 Cauchy--Schwarz，最后一项用 

。

若  且 ，Hölder 不等式为

当  且两范数非零时，令 、 。Young 不等式  给出

再乘回两范数，并用 ，即得 Hölder。端点  直接由  得

到；另一端交换两者即可。任一向量为零时，两端均为零。

TipTipTipTip

本页要点：本页要点：本页要点：本页要点： 向量范数给出长度和误差的尺度，Hölder 不等式统一了常用的  范数关系。

 

   

 

 

第2.2节 距离与范数第2.2节 距离与范数第2.2节 距离与范数第2.2节 距离与范数     

2.24 Vector Norms2.24 Vector Norms2.24 Vector Norms2.24 Vector Norms     

 

 

 

 

 

  

    

 

      

 

    

2.25 Matrix Norms2.25 Matrix Norms2.25 Matrix Norms2.25 Matrix Norms     



对实矩阵 ，由向量 -范数诱导的矩阵范数定义为

它直接给出作用界

对任意相容维数的 ，

这个性质称为次乘性。若 、 ，则三个范数分别作用于 、 、  矩阵，虽然都记

为 ，定义域和值域并不相同。

最常用的三种诱导范数有显式表达式：

第一式是最大绝对列和。三角不等式给出 ；取达到最大列和的第  

个坐标向量 ，等号成立。第二式是最大绝对行和：逐行有 ；选最大行和所在的行 ，令 

，零元素处取 ，便有  且该行达到上界。

二范数则为

理由是  为 Hermitian 半正定矩阵。把单位向量展开到它的标准正交特征基中，上面的二次型就是各特征值

的加权平均，权重非负且和为 1；取最大特征值对应的单位特征向量时达到最大值。实数情形 ，这个公

式同样适用于复矩阵。

Frobenius 范数定义为

更一般的相容不等式

实际涉及值域范数、定义域范数和算子范数三种范数；它们不必属于同一类型。

TipTipTipTip

本页要点：本页要点：本页要点：本页要点： 矩阵范数既可衡量矩阵本身，也可衡量它对向量的放缩作用。

 

 

 

 

 

     

 

 

  

 

   

 

 

 

 



谱半径定义为

谱半径描述矩阵幂的渐近行为。例如在线性迭代  中，任意初值都趋于零当且仅当 ，证明见性

质 3；性质 6 则给出矩阵幂的渐近增长率。

NoteNoteNoteNote

性质 2 的证明。性质 2 的证明。性质 2 的证明。性质 2 的证明。 先在复数域上将  相似变换为上三角矩阵。对阶数归纳：一阶时结论成立；当  

时，取一个特征向量并扩充为基，组成可逆矩阵 ，则

对  使用归纳假设，取可逆矩阵  使  上三角。令 ，便有 ，其

中  上三角。由 ，可知其对角元就是  的特征值，故 

。

令 ，取 ，并令 。左乘  缩放各

行，右乘  缩放各列，所以

这里用了 ，因此  时 。定义向量范数 。两个矩阵均可逆，故非

零向量的范数严格为正；齐次性和三角不等式继承自无穷范数。由

对所有非零向量取比值的上确界，即得 。

2.26 Spectral Radius2.26 Spectral Radius2.26 Spectral Radius2.26 Spectral Radius     

 

  

1. 对任意满足次乘性的矩阵范数， 。诱导范数情形可直接由特征对  得到  

 

2. 对任意 ，存在一个向量范数诱导的矩阵范数，使 。   

 

 

  

     

     

 

     

 

  

3.  当且仅当 。若 ，在性质 2 中取 ，记 。由诱

导范数的次乘性，

由第 2.24 页的有限维范数等价性，这也给出 。反之，若 ，对任意特征对 、

，有 ，所以 ，即 。

        

 

   

    

4. 级数  收敛当且仅当 。若 ，沿用性质 3 的范数和 ，有    



NoteNoteNoteNote

实矩阵的情形。实矩阵的情形。实矩阵的情形。实矩阵的情形。 即使上三角化使用了复矩阵 ，性质 2 中的  限制在实向量上仍是向量范数，并满足

同一个作用界。若性质 1 中使用的是实向量范数，而特征值为复数，可先取与  无关的常数 ，使 

。于是 ；开  次方并令 ，仍得 ，无须把复

特征向量代入实向量范数。

TipTipTipTip

本页要点：本页要点：本页要点：本页要点： 谱半径控制渐近增长，但非正规矩阵仍可能出现显著瞬态放大。

 

对实矩阵，  表示逐元素 ，  表示逐元素严格为正。逐元素偏序定义为

若 ，则加法和乘法保持非负性。若复矩阵  满足  且 ，则

可由归纳和三角不等式得到。取最大绝对行和范数，则

，故矩阵级数绝对收敛。反之，级数收敛必有 ，再由性质 3 得 

。

    

5. 收敛时，有限几何和恒等式

中 ，且  保证  不是特征值，故  可逆。左乘 ，再令 ，得到

 

     

 

6. 对任意固定的矩阵范数，Gelfand 公式为

将第 2.24 页的范数等价性用于有限维矩阵空间，存在 ，使 。取模最大的特征值及其特

征向量，便有 ，因而 。

另一方面，对任意 ，取性质 2 构造的诱导范数。范数等价性给出与  无关的常数 ，使 

。将上下界开  次方，再令 ，得到

因为  任意，极限等于 ，也包含  的情形。若矩阵范数满足次乘性，则 ，

取极限便证明性质 1 的一般情形。

 

  

  

  

   

 

   

 

      

2.27 Non-negative Matrices2.27 Non-negative Matrices2.27 Non-negative Matrices2.27 Non-negative Matrices     

   

 

   

 



两边开  次方并用第 2.26 页的 Gelfand 公式，得到谱半径的单调性

非负矩阵可描述人口、产出、概率和网页链接等非负量，其主特征向量往往也有相应的应用含义。

TipTipTipTip

本页要点：本页要点：本页要点：本页要点： 非负矩阵保留了概率和数量的非负性，主特征向量因此常有直接解释。

 

矩阵 （ ）可约，是指存在置换矩阵 ，使

其中两个对角块都是非空方阵。左乘 、右乘  是用同一置换重排行和列。若不存在这样的置换，则称  不

可约。

分块形式有什么用？分块形式有什么用？分块形式有什么用？分块形式有什么用？ 特征多项式可以分解为

这是因为置换相似不改变行列式，而分块上三角矩阵的行列式等于对角块行列式之积。因此只需分别求两个小矩阵

的特征值，代数重数按重根次数相加。

对线性方程 ，令 ，并将置换后的右端写为 ，则

若两个对角块可逆，就可以先求 ，再求 ，最后由  恢复原变量。第二组方程不依赖 ，第一组却

可能依赖 ，这就是两个子系统之间的单向依赖。

对非负矩阵，以  表示从顶点  到顶点  有边，不可约性等价于这个有向图强连通。可约时，式 (2.111) 

的左下零块使第二组顶点无法走到第一组，故图不强连通。反之，若图不强连通，取一个不能到达全部顶点的顶

点，令  为从它出发能够到达的顶点集。从  不可能有边通向其补集，否则该终点也应属于 。将补集排在

前、  排在后，就得到左下块为零的形式，故矩阵可约。

定理 2.3.定理 2.3.定理 2.3.定理 2.3. 设 、 。则  不可约当且仅当

证明.证明.证明.证明. 沿用上面的有向图约定。矩阵幂的展开

 

 

2.28 Theorem 2.3：Irreducible Matrices2.28 Theorem 2.3：Irreducible Matrices2.28 Theorem 2.3：Irreducible Matrices2.28 Theorem 2.3：Irreducible Matrices     

  

 

 

    

 

 

 

  

 

 



表明  当且仅当存在从  到  的长度为  的有向游走（允许重复经过顶点和边）。加入  等价于每

个顶点加入自环，因此  当且仅当存在长度不超过  的路，较短路径可用自环补齐。

由上面的等价关系，不可约时图强连通，即任意  之间都有有向路。对 ，删去游走中重复顶点之间的回

路，可得到长度至多  的简单路径；对 ，使用自环即可。因此  严格为正。反之，若该矩阵

严格正，则任意  可达，图强连通，故  不可约。证毕。

TipTipTipTip

本页要点：本页要点：本页要点：本页要点： 不可约性等价于有向图强连通，是 Perron--Frobenius 理论的结构前提。

 

定理 2.4.定理 2.4.定理 2.4.定理 2.4. 若 ，且  非负、不可约，则  是  的代数单特征值，并存在严格正向量 

 使

证明.证明.证明.证明.

（1）正矩阵情形。（1）正矩阵情形。（1）正矩阵情形。（1）正矩阵情形。 设 ，令

映射

将紧凸集  连续映到自身。由 Brouwer 不动点定理，存在 ，使 。因为 ，有 

，所以 。记其第  个分量为 ，并记

任取特征对 ，选  使

则

故 。由于  本身是特征值， 。

再证特征空间一维。若  且  为实向量，令

 

   

 

   

2.29 Theorem 2.4：Perron–Frobenius Theorem2.29 Theorem 2.4：Perron–Frobenius Theorem2.29 Theorem 2.4：Perron–Frobenius Theorem2.29 Theorem 2.4：Perron–Frobenius Theorem     

   

 

 

 

 

    

 

 

 

 

 

  

 

 



取达到最大值的下标 ，则 。又由  和 ，有 

。

下面证明 ，也就是 。反设 反设 反设 反设 。由于 ，必有某个分量 。再由 ，得到 

。但  和  又给出 ，矛盾。因此反设不成

立， ，从而 。

所以实特征向量均为  的倍数。复特征向量的实部和虚部均属于这个实特征空间，因此复特征向量也为  的复

数倍，故  一维。

对  同样得到左特征向量 ，满足

下面证明  的代数重数也为 1。令 。因为 ，由第 2.8 页的秩–零化度定理，

；又有 ，故 。取  的一组基组成矩阵 ，则  可逆。

对任意 ，有 ，所以 。因此存在矩阵  使 ，结合 ，得到

若 ，则存在  使 。由于  列满秩， ，并且 。

特征空间一维，故  必为  的非零倍数；但 ，而 ，矛盾。因此 ，特征多项

式中的因子  恰好出现一次，  的代数重数为 1。

（2）不可约非负矩阵情形。（2）不可约非负矩阵情形。（2）不可约非负矩阵情形。（2）不可约非负矩阵情形。 由第 2.28 页的定理 2.3，

设  是（1）中得到的正 Perron 特征对。因为  与  可交换，

 的特征空间一维，故 。由 、  得 ；不可约矩阵不是零矩阵，所以至少一行满足 

，从而 。

对任意 ，重复最大分量比值估计得到

因此 ，即 。先证明对应的特征空间一维。任何属于  的特征向量  都满足

而 。因此 ，由  的 Perron 特征空间一维，  必为  的倍数。

矩阵  仍不可约非负。将上面的正特征向量存在性论证用于 ，并由第 2.11 页的转置矩阵谱相同结论，得到 

 满足

        

         

       

  

 

 

 

    

   

      

 

       

    

 

 

 

 

    

  

 

 

  

 

    

 

 



现在 ，且  的特征空间一维。将（1）中从  出发的论证用于 ，便知  在特征

多项式中也只出现一次，故其代数重数为 1。证毕。

邻接矩阵、游走与渐近行为。邻接矩阵、游走与渐近行为。邻接矩阵、游走与渐近行为。邻接矩阵、游走与渐近行为。 Perron 在 1907 年研究了正矩阵，Frobenius 在 1912 年将结论推广到不可约非

负矩阵。图的邻接矩阵给出了这一定理的一个直观应用。

若  表示从顶点  到顶点  是否有边，则第 2.28 页式 (2.115) 中，每个乘积恰好对应一条长度为  

的有向游走：沿途所有边都存在时乘积为 1，否则为 0。因此  就是从  到  的长度为  的游走数。这里

的 walk 允许重复顶点和边；若矩阵元素是一般非负权重，  则是这些游走的边权乘积之和。

若存在正整数  使 ，称  为本原矩阵（primitive matrix）本原矩阵（primitive matrix）本原矩阵（primitive matrix）本原矩阵（primitive matrix）。它一定不可约，否则其所有幂经同一置

换后仍有左下零块。本原性比不可约性更强，例如  不可约，但其幂在自身与  之间交替，始终不严格

正。

令 ，取右 Perron 向量  和左 Perron 向量 ，满足

其中  就是上面  的正倍数。由于左右向量均严格正，可以固定其中一个，再缩放另一个，使内积为 1。若  

本原，则

渐近式的证明。渐近式的证明。渐近式的证明。渐近式的证明。 先说明正矩阵  除 Perron 根以外的特征值都严格位于谱圆内部。在（1）的式 (2.121) 中，

若 ，两处不等式都必须取等号。因为 ，第二处取等号迫使所有  相同；第一处是三角不等

式，其等号又迫使所有非零  具有同一复相位。因此  是  的复数倍，代入特征方程便得 。

现在取 。由  和（1）的最大分量比值估计， 。若  且 ，则 

，而 。由刚证明的结论及 Perron 特征空间一维，  必为  的倍数，因此 。所以 

 的其余特征值都满足 。

沿用（1）的不变补空间构造，在  中选基组成 ，令 ，便有 ，且 

。又因 、 ，矩阵  在这组基下为 。因此

最后一步使用第 2.26 页的性质 3，因为 。再逐项取极限，并用 ，即得式 (2.131)。当 

 时，游走数以  的量级增长，因子  则反映起点与终点的影响；  时没有这种指数增长。

NoteNoteNoteNote

本原性与归一化。本原性与归一化。本原性与归一化。本原性与归一化。 页末渐近式要求本原性；仅有不可约性时，可能存在模同为  的其他特征值，矩阵幂

会振荡。左右 Perron 向量还须满足 ；若分别归一化为单位长度，极限应写成 。

TipTipTipTip

本页要点：本页要点：本页要点：本页要点： Perron--Frobenius 定理保证不可约非负矩阵有唯一的正主特征方向。

 

  

 

 

   

 

 

  

 

      

   

 

   

   

 

  

 

 



第 1.12 页从网页链接引出 PageRank，本页用 Perron–Frobenius 定理说明排名向量为什么存在且唯一。设共有 

 个网页，  表示从网页  沿链接跳到网页  的概率。没有出链的网页按第 1.12 页的方法补成均匀跳转

列，因而

这里  是全 1 向量。不等式  指每个元素非负，列和为 1 表示从任一网页出发的转移概率总和为 

1。

以概率  沿链接行走、以概率  均匀跳到任一网页，得到 Google 矩阵

矩阵  的每列都为均匀概率向量。由 ，

所以  仍是列随机矩阵，且 1 是它的左特征值。矩阵与转置有相同特征多项式，因此 1 也是  的特征值，给

出 。另一方面，第 2.25 页的最大绝对列和公式与第 2.26 页的谱半径界给出

两边合起来得到 。均匀跳转还使每个元素严格为正：

因此任意两个网页之间都有正概率的一步转移，  不可约。由第 2.29 页的 Theorem 2.4，  是代数单特

征值，并有严格正的右特征向量。把该向量除以其分量和，便得到唯一的 PageRank 向量

唯一性来自特征空间只有一维，而分量和为 1 又固定了向量的尺度。  表示稳定分布中位于网页  的概率，概率

越大，排名越靠前；本页的  与第 1.12 页的  表示同一对象。

NoteNoteNoteNote

备注：左特征向量与右特征向量。备注：左特征向量与右特征向量。备注：左特征向量与右特征向量。备注：左特征向量与右特征向量。 列和为 1 给出的是 ，即全 1 向量是左特征向量；网页排名由

右特征向量  给出。列随机并不意味着 ，排名一般也不均匀。

TipTipTipTip

本页要点：本页要点：本页要点：本页要点： 均匀跳转使 Google 矩阵严格为正，Perron–Frobenius 定理保证有唯一的归一化 PageRank 向

量。

 

2.30 Google Matrix and PageRank2.30 Google Matrix and PageRank2.30 Google Matrix and PageRank2.30 Google Matrix and PageRank     

 

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

2.31 Orthogonality2.31 Orthogonality2.31 Orthogonality2.31 Orthogonality     



实矩阵  正交，是指

等价于列向量满足 。复数情形用酉矩阵

由于 ，有

更一般地，二范数和 Frobenius 范数酉不变：

对任意相容酉矩阵  成立。二范数结论来自单位球在酉变换下不变；Frobenius 结论来自迹的循环不变性。正

交变换不放大向量的二范数误差，是构造稳定算法的重要基础。

TipTipTipTip

本页要点：本页要点：本页要点：本页要点： 正交或酉变换保持二范数，是构造稳定数值算法的基础。

 

投影  是满足

的线性变换。再次投影不改变结果，因而  对任意正整数  成立。由  和 

，  与  也都是投影。

任意  可分解为

其中 ，由  可知 。值域与零空间的交只有零向量，因此

若 ，则 ，故投影矩阵的特征值只能是 0 或 1。

NoteNoteNoteNote

备注：备注：备注：备注： 在实数空间的标准内积下，  等价于  对所有  成立，故 

。两空间交为 ，维数之和为 ，因此  是正交直和。直和只要求

分解唯一，并不要求正交；同一个子空间可以有不同的补空间。

本页的分解  沿  投影，第二部分一般不属于 。若 ，两个零空

间相同，两种分解才重合，这就是下一页的正交投影。复数情形将  换成 。

  

 

 

 

 

 

 

2.32 Projections2.32 Projections2.32 Projections2.32 Projections     

  

 

    

  

 

     

 

  

  

  

    



TipTipTipTip

本页要点：本页要点：本页要点：本页要点： 投影矩阵满足幂等性，重复投影不会继续改变已经得到的子空间分量。

 

投影  若满足 ，则称为正交投影。此时

若 ，两部分内积为

因此  是  在目标子空间中的最佳二范数近似。对任意 ，Pythagoras 恒等式给出

故唯一最小点是 。

对 ，幂等性给出 。到同一子空间  的正交投影也唯一：若  都满足条件，则 

 同时属于  和 ，只能为零。

若  列满秩，则到  的正交投影为

它满足 、 ，且 ，所以其像正好是 。

TipTipTipTip

本页要点：本页要点：本页要点：本页要点： 正交投影把向量分解为子空间分量与其正交补分量，且投影矩阵满足幂等性。

 

设  都是  维子空间，  的列分别构成它们的标准正交基，并且

本页的投影目标是 ，投影方向是 。先说明  可逆：若 ，则  与  的每一列正交，故 

；又因 ，直和条件给出 。由  列满秩得 ，所以方阵  非奇异。所求投影矩

阵为

对任意 ，令 ，则 。同时

故余量属于 。这正是沿  到  的分解，由直和条件可知分解唯一。

2.33 Orthogonal Projections2.33 Orthogonal Projections2.33 Orthogonal Projections2.33 Orthogonal Projections     

 

 

   

 

 

 

 

  

 

 

   

2.34 Matrix Form of Projection2.34 Matrix Form of Projection2.34 Matrix Form of Projection2.34 Matrix Form of Projection     

  

 

 

    

 

   

 

 



此外， ，所以 ，并有 。由于  列满秩且  可逆，

 当且仅当 ，故 。

一般情形称为斜投影。若 ，可取 ，公式化为正交投影 。两个极端例子是：

 时 ；  时 。

TipTipTipTip

本页要点：本页要点：本页要点：本页要点：  决定投影到哪里，  决定沿哪个方向投影。

 

设  的列是子空间  的标准正交基，即

先看任意非零向量 ：它所张成的直线上的投影可写成 。残差正交条件  给出 

。当  是单位长度基向量时，分母为 1，因而

把各正交分量相加：

由  和  可知，这确实是正交投影。

若基不正交但  列满秩，则有

TipTipTipTip

本页要点：本页要点：本页要点：本页要点： 推导正交投影公式时，抓住残差与目标子空间正交这一条件。

 

Householder 矩阵定义为

它关于过原点、法向为  的超平面作反射：若 ，则 。因此  是沿  方向的特征

值，其余  个特征值为 1，且 。将  单位化后，便得到 。

定理 2.5.定理 2.5.定理 2.5.定理 2.5. 给定非零 ，可构造 Householder 矩阵使

    

  

    

    

  

2.35 Derivation of Orthogonal Projection Matrix2.35 Derivation of Orthogonal Projection Matrix2.35 Derivation of Orthogonal Projection Matrix2.35 Derivation of Orthogonal Projection Matrix     

  

 

  

 

 

 

   

 

2.36 Theorem 2.5：Householder Transformation2.36 Theorem 2.5：Householder Transformation2.36 Theorem 2.5：Householder Transformation2.36 Theorem 2.5：Householder Transformation     

 

    

     

 

 



证明.证明.证明.证明. 取

并约定 。此时 ，既保证 ，又避免首分量相减时的消去。

记

因为 、 ，

所以  对称且正交。由  和 ，

代回得到

证毕。

TipTipTipTip

本页要点：本页要点：本页要点：本页要点： Householder 反射用一次正交变换把向量对齐到坐标轴。

 

实 Givens 旋转作用于两个坐标：

因为 ，有 。它将  变为 。在固定坐标系中，这对应向量

顺时针旋转 ；也可解释为保持向量不动、坐标轴逆时针旋转后的坐标变换。LAPACK 的实 Givens 变换采用上述

符号约定。

把平面向量对应到复数 ，同一旋转就是乘以单位复数 ，因为

给定 ，令

则

 

     

 

  

 

   

 

 

2.37 Givens Transformation2.37 Givens Transformation2.37 Givens Transformation2.37 Givens Transformation     

 

      

     

 

 

 

 



NoteNoteNoteNote

备注：Givens 与 Householder 的适用场景。备注：Givens 与 Householder 的适用场景。备注：Givens 与 Householder 的适用场景。备注：Givens 与 Householder 的适用场景。

嵌入  单位矩阵后，Givens 只改变两行或两列，适合逐个消去稀疏矩阵中的元素。Householder 一次作

用于一个完整向量，适合稠密批量消元；二者都是正交变换。

复数情形常用

选择  使第二分量为零。数值库会通过缩放计算 ，避免平方和上溢/下溢。

TipTipTipTip

本页要点：本页要点：本页要点：本页要点： Givens 旋转只改两个坐标，适合逐元素消去和稀疏更新。

 

定理 2.6.定理 2.6.定理 2.6.定理 2.6. 对任意 ，存在酉矩阵 ，使

其中  为上三角矩阵，且其对角元正是  的特征值。

Schur 分解对每个复方阵都存在，不要求矩阵可对角化。实矩阵也存在实 Schur 形式

其中  正交，  为由  实特征值块和  共轭复特征值块组成的拟上三角矩阵。这样即使  有复特征

值，也能在实数范围内完成分解。上述复 Schur 分解的证明见第 2.40 页。

TipTipTipTip

本页要点：本页要点：本页要点：本页要点： 每个复方阵都存在 Schur 分解，不要求有完整的特征向量基。

 

Theorem 2.6 的证明。Theorem 2.6 的证明。Theorem 2.6 的证明。Theorem 2.6 的证明。 利用 Householder 变换，对阶数  归纳。  时，取 、  即可。设结论

对  阶矩阵成立。复数域上的特征多项式有根，因此可取  的特征对

先把特征向量变到第一个坐标轴。第 2.36 页的 Householder 构造可推广到复数情形：当  时令 

，当  时令 ，再取

 

 

第2.3节 奇异值分解第2.3节 奇异值分解第2.3节 奇异值分解第2.3节 奇异值分解     

2.39 Theorem 2.6：Schur Decomposition2.39 Theorem 2.6：Schur Decomposition2.39 Theorem 2.6：Schur Decomposition2.39 Theorem 2.6：Schur Decomposition     

 

 

 

  

2.40 Proof of Schur Decomposition2.40 Proof of Schur Decomposition2.40 Proof of Schur Decomposition2.40 Proof of Schur Decomposition     

   

 

 

 

  



这里 ，且 。与实数情形相同，  是正交投影，故 、 。

又因  为实数，

由  得 。因此 ，说明  的第一列只有首元可能非

零。写成分块形式，

由归纳假设，存在  阶酉矩阵 ，使  为上三角矩阵。令

则  是酉矩阵，且

上三角。上三角矩阵的特征多项式为对角因子的乘积，因此其对角元正是  的全部特征值。证毕。

TipTipTipTip

本页要点：本页要点：本页要点：本页要点： 先用 Householder 变换把一个特征向量对齐到坐标轴，再对剩余子块归纳。

 

酉相似变换保持特征值、二范数、Frobenius 范数和角度，因此 Schur 三角化比一般相似变换更适合数值计算。

上三角矩阵  的对角元可按指定顺序排列，但 Schur 向量和非对角元一般不唯一。

正规矩阵满足 。若  是 Schur 分解，则  也是正规矩阵。上三角正规矩阵必为对角矩

阵：比较  与  的  元得到第一行非对角元平方和为零；删去第一行列并归纳即可。因此

这里  为酉矩阵，  为对角矩阵。反过来，具有这种分解的矩阵满足

对角矩阵满足 ，故 ，即  为正规矩阵。若  是 Hermitian 矩阵，则其特征值为实

数：对任意特征对 ，

 

      

   

 

     

 

  

 

 

2.41 Remarks on Schur Decomposition2.41 Remarks on Schur Decomposition2.41 Remarks on Schur Decomposition2.41 Remarks on Schur Decomposition     

  

 为正规矩阵

 

  

 

 



而 ，故 。反过来，若  且  为实对角矩阵，则 。这就

证明了本页两组等价关系。

TipTipTipTip

本页要点：本页要点：本页要点：本页要点： 每个复方阵都可酉三角化，正规矩阵还可酉对角化，Hermitian 矩阵的特征值进一步为实数。

 

定理 2.7.定理 2.7.定理 2.7.定理 2.7. 任意  都可写为

其中 、  是酉矩阵，  只有主对角线上可能非零，且

这称为完整 SVD（full/regular SVD）。  是奇异值， 、  的列分别是左、右奇异向量。由  的酉性，

其中 ，逐列等式也适用于零奇异值。若  为实矩阵，可取实正交矩阵 ，将  换为 。完整构造

见第 2.43 页。

TipTipTipTip

本页要点：本页要点：本页要点：本页要点： SVD 对任意长方矩阵都存在，并把尺度与正交方向分离。

 

证明一：归纳法。证明一：归纳法。证明一：归纳法。证明一：归纳法。 以下用共轭转置统一处理复数情形，实数时  换为 。对  归纳，同时证明最

大的奇异值等于 。  时结论成立；设 。由单位球面的紧性，存在单位向量 ，使

把  和  分别扩充为标准正交基，得到酉矩阵

由  和 ，矩阵  的第一列为 ，于是

由第 2.31 页式 (2.142) 的酉不变性， 。令  为第一个坐标向量，并取 ，则

      

2.42 Theorem 2.7：Singular Value Decomposition2.42 Theorem 2.7：Singular Value Decomposition2.42 Theorem 2.7：Singular Value Decomposition2.42 Theorem 2.7：Singular Value Decomposition     

 

 

   

 

 

 

2.43 Proof of Singular Value Decomposition2.43 Proof of Singular Value Decomposition2.43 Proof of Singular Value Decomposition2.43 Proof of Singular Value Decomposition     

 

  

 

 

  

 

    

 



由  可知 。利用  和第 2.25 页式 (2.90)--(2.91) 的算子范数作用界，

约去 ，得到 。结合式 (2.186)，

当  时，  没有行或没有列，式 (2.188) 已是所需的矩形对角矩阵，唯一的奇异值为 ，归纳起点

成立。

以下设 。对任意 ，将首分量补零后代入  的作用界，得到

因为 ，可对  应用归纳假设，写成

定义

 和  仍是酉矩阵，并且由 (2.188)--(2.190)

由 (2.189) 及归纳假设， ，所以

式 (2.192) 中的  恰为  的矩形对角矩阵，完成归纳。左右奇异向量关系随即由式 (2.182) 得到。证

毕。

证明二：对 证明二：对 证明二：对 证明二：对  作谱分解。 作谱分解。 作谱分解。 作谱分解。 矩阵  是 Hermitian 半正定，因为

由第 2.41 页从 Schur 分解得到的结论（式 (2.177)），Hermitian 矩阵  可酉对角化。半正定性保证其特

征值非负，记为 。因此存在酉矩阵 ，使

对每个正特征值定义

这些向量标准正交，因为

   

 

 

 

  

  

 

    

 

 

 

   

 

 

 

 

 



若 ，则

正奇异值对应的  标准正交，因此其个数 。将它们补成  的标准正交基，组成酉矩阵 。令 

，取  的前  个主对角元为 ，其余元素为零；当  时，  的  本来

就为零。逐列比较得到

证毕。这种证明利用前面的 Schur 推论，直接构造左右奇异向量。

TipTipTipTip

本页要点：本页要点：本页要点：本页要点： 最大伸长方向使右上块必须为零，剩下的子块再递归分解，就得到 SVD。

 

本页讨论  的情形。完整 SVD 为

删除  中只与  的零行相乘的列，得到 thin/reduced SVD

若 ，再删除所有零奇异值对应部分，得到 condensed SVD

其中

这里 。由  可见，删去的项都乘着零奇异值，因此三种形式表示同一个矩

阵，并未损失  的信息。区别在于保留了多少与零空间相关的正交基；薄矩阵的列标准正交，但它本身未必是方

阵。

TipTipTipTip

本页要点：本页要点：本页要点：本页要点： 薄 SVD 去掉矩形分解中多余的列；紧致 SVD 进一步只保留非零奇异值对应的部分。

 

 

 

 

 

   

 

2.44 Reduced and Condensed SVD2.44 Reduced and Condensed SVD2.44 Reduced and Condensed SVD2.44 Reduced and Condensed SVD     

 

 

 

 

 

 

   

2.45 Geometric Meaning of SVD2.45 Geometric Meaning of SVD2.45 Geometric Meaning of SVD2.45 Geometric Meaning of SVD     



SVD 的存在性已在第 2.43 页证明，这里看它怎样描述线性变换的几何作用。对实矩阵 ，写成 

，其中  和  分别是  阶、  阶正交矩阵， ，正奇异值为 。矩阵乘积

作用于向量时从右向左计算，因此三步顺序是 、 、 。

第一步：第一步：第一步：第一步：  改变输入方向。 改变输入方向。 改变输入方向。 改变输入方向。 令 ，则  是输入向量在右奇异向量  方向上的坐标。因为 

，有 ，所以单位球的形状和大小不变，只改变方向。本页将这一步称为 

Rotation/Reflection：正交矩阵的行列式可以为 ，所以也可能包含反射。

第二步：第二步：第二步：第二步：  沿坐标轴拉伸或压缩。 沿坐标轴拉伸或压缩。 沿坐标轴拉伸或压缩。 沿坐标轴拉伸或压缩。 前  个坐标分别乘以 ，其余输入坐标被消去；输出中剩余的坐标为零。

 表示该方向被拉长，  表示被缩短，零奇异值对应的方向则被完全压扁。矩形矩阵的输入、输出维数

不同，也在这一步体现。

第三步：第三步：第三步：第三步：  改变输出方向。 改变输出方向。 改变输出方向。 改变输出方向。  把第  个输出坐标轴转到左奇异向量  的方向，同样只作正交变换，不再改变

长度。三步合起来就是

这也解释了左右奇异向量的区别：  是输入的特殊方向，  是它经映射后的输出方向，  是长度的放大倍数。

一般并不是同一个方向，因此奇异向量不应直接当作特征向量。

为什么奇异值是椭球的半轴长？为什么奇异值是椭球的半轴长？为什么奇异值是椭球的半轴长？为什么奇异值是椭球的半轴长？ 先取单位球体 。记输出 ，其在  方向上的坐标为 

。于是 。反过来，满足这个不等式的任意  个坐标，都可以取 、其

余  得到。因此单位球体的像恰是位于  中的椭球体，半轴方向为 ，半轴长为 。特别

地，  被映到半轴端点 。

再考虑单位球面的像 。若  列满秩，即 ，其像是上述椭球体的边界；若 ，则可以在

零空间方向补足输入长度，使 ，而不改变输出，球面的像因而包含整个低维椭球体，不

只是边界。  时，像位于输出空间的一个  维子空间中；  时，整个像退化为原点。

SVD 给出的方向和尺度既能描述几何变形，也能用于判断秩、分析条件数、求最小二乘解和构造低秩近似。

TipTipTipTip

本页要点：本页要点：本页要点：本页要点： 右奇异向量给出输入方向，左奇异向量给出输出方向，奇异值给出对应的伸缩倍数。

 

沿用上一页的 SVD 几何解释。对 ，令 ，则

 

    

  

  

  

 

   

   

 

  

    

  

  

2.46 Geometric Meaning of SVD and EVD2.46 Geometric Meaning of SVD and EVD2.46 Geometric Meaning of SVD and EVD2.46 Geometric Meaning of SVD and EVD     

  

 



 与  改变方向，  决定椭球半轴长度，零奇异值对应被压扁的方向。EVD 则描述不变方向：  使

特征向量留在原直线上，负特征值会反转方向。

NoteNoteNoteNote

和 EVD 的几何区别。和 EVD 的几何区别。和 EVD 的几何区别。和 EVD 的几何区别。 若 ，EVD 的特征向量列  一般不是正交矩阵，因此沿特征向量方向展

开后，长度和角度不会像 SVD 那样保持不变。实对称矩阵是特殊情形： ， ，这时特征方

向正交，几何图像才可以直接看成沿正交主轴的缩放。

TipTipTipTip

本页要点：本页要点：本页要点：本页要点： SVD 把任意实矩阵分成定义域旋转、按奇异值缩放和值域旋转三步。

 

两种分解的适用范围不同。SVD  对每个实或复长方矩阵都存在，左、右奇异向量分别给出值域和定义

域的正交方向，  是方向增益。EVD  需要方阵，并且只有在拥有特征向量基时才能写成对角形式；特

征向量方向可能不正交且对扰动敏感。

求秩、计算条件数、构造最佳低秩近似或求解最小二乘问题时，应优先考察奇异值；分析动力系统模态、稳定性或

不变子空间时，则还需分析特征值、Schur 形式和非正规耦合。两种分解不能互相替代：SVD 描述输入到输出的方

向增益，EVD 描述保持方向不变的谱结构。

NoteNoteNoteNote

两种分解何时相互联系？两种分解何时相互联系？两种分解何时相互联系？两种分解何时相互联系？ 由  得 ，所以 （以及必要的补零）是  

的特征值。实数情形把  换为 ；完整 SVD 中  可能为矩形，此时应写 ，不能直接写 。

若  为实对称矩阵，由第 2.41 页有 ，从而 ，所以奇异值是特征值的绝对值，

按绝对值重新排序后有 。负特征值还表示方向反转，这个符号要吸收到左奇异向量中，因此一般不

能取 。若  进一步正定，则所有特征值都为正，可以取 、 。

TipTipTipTip

本页要点：本页要点：本页要点：本页要点： SVD 适合秩和低秩近似，EVD 适合模态和不变子空间；两者揭示不同结构。

 

SVD、EVD 与 Schur 分解之间有如下关系。若  是 Schur 形式，其中 、  严格上

三角，则

第一行来自奇异值的酉不变性。由于 ，它与  酉相似，因此二者特征值相

同，开平方后得到同一组奇异值。

 

 

  

2.47 Comparison of SVD and EVD2.47 Comparison of SVD and EVD2.47 Comparison of SVD and EVD2.47 Comparison of SVD and EVD     

 

 

  

  

 

     

2.48 Comments on SVD and EVD2.48 Comments on SVD and EVD2.48 Comments on SVD and EVD2.48 Comments on SVD and EVD     

   

 

⾮奇异

 



第二行来自奇异值对伸缩倍数的界：对单位特征向量 ，有 。对全部特征值取

最小值和最大值，再在非奇异条件下相除，即得第三行的条件数界。

当  为正规矩阵时 ，于是 ，并且 ，所以奇异值作为多重集恰为 

。一般非正规情形中，  描述偏离正交特征向量基的耦合；特征值比值可能远小于 ，因而 EVD 的特征值信

息不能替代 SVD 的方向放大因子。

对每个奇异三元组，  把输入方向、输出方向和放大倍数区分开来，适用于任意长方矩阵；另有 

。

TipTipTipTip

本页要点：本页要点：本页要点：本页要点： SVD 的奇异方向总是正交，而 EVD 的特征向量未必正交。

 

SVD 中正奇异值的个数就是 。由酉不变性， ；对任意单位向量 ，

而取  达到等号，因此

Frobenius 范数满足

核范数定义为

核范数是凸且连续的，常在机器学习中用作促进低秩结构的正则项。三种范数分别对应奇异值向量的 、2 和 1 

范数。

NoteNoteNoteNote

最小增益。最小增益。最小增益。最小增益。 当  时，SVD 还给出 。令 ，则比值等于 

，是奇异值平方的加权平均的平方根，因而不小于 ；取  达到等号。若  

列不满秩，则 。

将  的特征值从大到小排列，有 ， 。若  是正规矩阵，则 

，从而奇异值按重数等于特征值的模；实对称矩阵是其中的特例。

TipTipTipTip

本页要点：本页要点：本页要点：本页要点： SVD 把谱范数、Frobenius 范数和核范数都归结为奇异值的范数。

 

   

   

 

2.49 SVD and Norms2.49 SVD and Norms2.49 SVD and Norms2.49 SVD and Norms     

 

 

 

 

 

 

   

 

 

   



定理 2.8.定理 2.8.定理 2.8.定理 2.8. 设紧致 SVD 为

对 ，令

约定 。则

且  同时达到两种最小值。

证明.证明.证明.证明. 先设 。对任意 ，有 ，可在其中取标准正交向量 。令  

是  的标准正交特征向量，并置

由 Bessel 不等式， ；交换求和并用  单位正交，得到 。把奇异值补零到  个，令 

 且 。置 ，则

在这些约束下，  的最大值为 。确实，若 、 、 ，把  的权重从  

移到  不会减小该和；有限次移动得到 。因此

将  补成标准正交基。对 ，Frobenius 范数在任意标准正交基上满足

所以

2.50 Theorem 2.8：Low-Rank Approximation2.50 Theorem 2.8：Low-Rank Approximation2.50 Theorem 2.8：Low-Rank Approximation2.50 Theorem 2.8：Low-Rank Approximation     

 

  

 

 

 

 

    

 

    

      

 

    

   

 

  

 

 



其中第二行使用 。

对二范数，由维数公式

两个子空间有非零交。取交中的单位向量 ，则

取  时，

故其 Frobenius 范数和二范数分别等于上述尾部平方和开方与 ，所有下界同时达到。当  时 ，

两种误差均为零。证毕。

TipTipTipTip

本页要点：本页要点：本页要点：本页要点： Eckart--Young--Mirsky 定理说明截断 SVD 是最佳低秩近似。

 

精确秩对任意非零奇异值都计数，但浮点数据含噪时，需要阈值 。数值秩可定义为：

由第 2.50 页的 Eckart--Young--Mirsky 定理（定理 2.8），

也就是说，保留严格大于阈值的奇异值；在信号处理中，其余部分常作为噪声舍去。仅考虑浮点舍入误差时，常用

的基准阈值是

其中  是单位舍入误差；若数据本身含噪，还应考虑噪声尺度。只看绝对阈值会依赖数据缩放，奇异值曲线中的

明显转折或间隙也可帮助选取阈值。

 

 

 

 

 

 

  

2.51 SVD and Numerical Rank2.51 SVD and Numerical Rank2.51 SVD and Numerical Rank2.51 SVD and Numerical Rank     

 

 

 

 



TipTipTipTip

本页要点：本页要点：本页要点：本页要点： 数值秩必须结合阈值和噪声尺度判断，不能只看精确秩。

 

若  可逆，则所有奇异值均为正。由  得

所以逆矩阵的奇异值为 ，特别地

行列式满足

因为酉矩阵行列式的模为 1。

TipTipTipTip

本页要点：本页要点：本页要点：本页要点： 可逆矩阵的所有奇异值均为正，因此 SVD 可以直接给出逆矩阵。

 

对任意 ，Moore--Penrose 伪逆  由四个条件唯一确定：

若紧致 SVD 为

则

代入可得

二者分别是到  和  的正交投影，满足式 (2.230)。再利用 ，有 

 和 ，式 (2.229) 也成立。伪逆只倒置非零奇异值，零奇异值保持为

零。

2.52 SVD for Invertible Matrices2.52 SVD for Invertible Matrices2.52 SVD for Invertible Matrices2.52 SVD for Invertible Matrices     

  

 

 

 

2.53 SVD and Moore–Penrose Pseudoinverse2.53 SVD and Moore–Penrose Pseudoinverse2.53 SVD and Moore–Penrose Pseudoinverse2.53 SVD and Moore–Penrose Pseudoinverse     

 

 

 

 

 

 

  

   



TipTipTipTip

本页要点：本页要点：本页要点：本页要点： 伪逆只倒置非零奇异值，并给出最小范数最小二乘解。

 

紧致 SVD 可写为秩一和

于是每一列都属于 ，且  表明这些  都在列空间中。因此

其中  给出相同的值域。对  同理，

完整 SVD 中其余右奇异向量满足 ，故

这同时证明 。由  和 ，还得到 

。

TipTipTipTip

本页要点：本页要点：本页要点：本页要点： SVD 同时给出矩阵的秩、值域和零空间，是后续推导的统一工具。

 

把完整 SVD 的奇异向量按秩分块：

由第 2.54 页的子空间关系，四个正交投影为

这些等式把四个基本子空间的正交直和关系写成矩阵恒等式。例如

2.54 SVD and Fundamental Subspaces2.54 SVD and Fundamental Subspaces2.54 SVD and Fundamental Subspaces2.54 SVD and Fundamental Subspaces     

 

 

 

 

 

 

 

 

    

 

2.55 SVD and Orthogonal Projections2.55 SVD and Orthogonal Projections2.55 SVD and Orthogonal Projections2.55 SVD and Orthogonal Projections     

 

 

 



对应 。

TipTipTipTip

本页要点：本页要点：本页要点：本页要点： SVD 中的左右奇异向量给出四个基本子空间的正交投影。

 

由 ，

由  列满秩且  可逆， ，所以

此外， 、 ，所以 。这说明  

是定义域中行空间的正交投影，  是值域中列空间的正交投影。

正交投影可统一写成

若  列满秩， ，故

NoteNoteNoteNote

高亮等式为什么成立？高亮等式为什么成立？高亮等式为什么成立？高亮等式为什么成立？ 这不是伪逆定义直接给出的，而是由紧致 SVD 推出。若  列满秩，设 

，则 ，且  可逆，所以  可逆。于是 ，从而 

。代入可得 。

行满秩的公式可用同样的计算得到。因此，两条显式公式分别对应列满秩和行满秩，不能把其中一条的适用条

件省略。若  不是列满秩，  必然不可逆，应回到 SVD 的伪逆公式。

若  行满秩，则 。伪逆公式不要求满秩，因此比正规方程形式更一般。

TipTipTipTip

本页要点：本页要点：本页要点：本页要点： 投影到列空间把最小二乘的几何条件写成了可计算的矩阵公式。

 

设  维数相同，  是相应正交投影。定义

它取值于 ：两个子空间相同时为 0，存在互相正交的主方向时达到 1。若最大主角为 ，则

  

2.56 Projection to Column Space2.56 Projection to Column Space2.56 Projection to Column Space2.56 Projection to Column Space     

 

 

   

 

     

 

 

 

  

   

 

2.57 Distance Between Subspaces2.57 Distance Between Subspaces2.57 Distance Between Subspaces2.57 Distance Between Subspaces     

 

 



令两子空间的公共维数为 ，把各自的一组标准正交基扩充为  的标准正交基，组成正交矩阵

其中  各有  列，分别张成 ，所以 、 。下面用二范数的正交不变性和定义

计算投影差的范数；复数情形将  换成 ，正交矩阵换成酉矩阵，证明相同。

NoteNoteNoteNote

分块范数为何取两个交叉块的最大值？分块范数为何取两个交叉块的最大值？分块范数为何取两个交叉块的最大值？分块范数为何取两个交叉块的最大值？ 先设 。由  和 ，得到

左右乘正交矩阵不改变二范数，故 。记 、 ，并令 

。

对分块向量 ，有 ，所以

因而 。反过来，分别取  或 ，对另一个单位长度分块取上确界，可得  

和 。结合上下界，

若  或 ，则两个投影同为零矩阵或单位矩阵，距离为零；把空块视为范数为零的零映射，上式仍

成立。下一页再证明两个交叉块的二范数相等。

TipTipTipTip

本页要点：本页要点：本页要点：本页要点： 等维子空间之间的距离可由相应正交投影之差的范数衡量。

 

沿用第 2.57 页的分块，设 ，令

为正交矩阵。

 

 

  

    

 

    

   

 

    

 

 

  

2.58 Distance Between Subspaces, Continued2.58 Distance Between Subspaces, Continued2.58 Distance Between Subspaces, Continued2.58 Distance Between Subspaces, Continued     

  

 



NoteNoteNoteNote

两个交叉块的范数为什么相等？两个交叉块的范数为什么相等？两个交叉块的范数为什么相等？两个交叉块的范数为什么相等？ 对任意 ，由  和 ，有 

。对单位向量取最大值，得到 。对  同理

得到 。方阵  与其转置的奇异值相同，且 ，故两个交叉块的二

范数相等。

因此

结合第 2.57 页的分块范数结论，以及 、 ，得到

TipTipTipTip

本页要点：本页要点：本页要点：本页要点： 子空间距离可以通过投影矩阵之差测量，奇异值给出对应的夹角信息。

 

Cos--Sin 分解描述正交矩阵相对于两个分块子空间的结构。设

正交。分块正交条件给出

所以两个块的非平凡奇异值可配对写为

存在块对角正交矩阵 、 ，使

这里 ；取值为  或  的情形已单独列为零块和单位块，各块尺寸由原分块决定，允许某些块为空。

角  刻画相应子空间的主角，非平凡部分由二维旋转块组成。

TipTipTipTip

本页要点：本页要点：本页要点：本页要点： Cos--Sin 分解把两个子空间的相对位置化为主角和二维旋转块。

 

   

     

   

 

  

 

2.59 Cos-Sin Decomposition2.59 Cos-Sin Decomposition2.59 Cos-Sin Decomposition2.59 Cos-Sin Decomposition     

 

 

 

  

 

  



定理 2.9.定理 2.9.定理 2.9.定理 2.9. 设 、 ，并令

其中 、 ，且  为酉矩阵。则存在酉矩阵 、  和非负对角矩阵

满足 ，并且

其中 、 ，可取 。完整证明见 02线性代数基础.pdf  第 2.62 页。

TipTipTipTip

本页要点：本页要点：本页要点：本页要点： Cos–Sin 分解用主角和二维旋转块刻画两个子空间的相对位置。

 

定理 2.10.定理 2.10.定理 2.10.定理 2.10. 设

其中 。则存在正交矩阵 、 、 ，以及非负对角矩阵 ，

满足 ，使

两个零块的行数分别为  和 。可取 、 ，其中 

。完整证明见第 2.62 页。

TipTipTipTip

本页要点：本页要点：本页要点：本页要点： 薄 Cos–Sin 分解利用列正交条件，得到配对的余弦、正弦因子。

 

由 SVD Theorem 2.7（ 02线性代数基础.pdf  第 2.42--2.44 页），对  作分解：

2.60 Theorem 2.9：Cos-Sin Decomposition for Unitary Matrices2.60 Theorem 2.9：Cos-Sin Decomposition for Unitary Matrices2.60 Theorem 2.9：Cos-Sin Decomposition for Unitary Matrices2.60 Theorem 2.9：Cos-Sin Decomposition for Unitary Matrices     

   

 

    

 

  

 

      

2.61 Theorem 2.10：Thin Cos-Sin Decomposition2.61 Theorem 2.10：Thin Cos-Sin Decomposition2.61 Theorem 2.10：Thin Cos-Sin Decomposition2.61 Theorem 2.10：Thin Cos-Sin Decomposition     

 

     

  

 

       

2.62 Proof of Cos-Sin Decomposition2.62 Proof of Cos-Sin Decomposition2.62 Proof of Cos-Sin Decomposition2.62 Proof of Cos-Sin Decomposition     

Theorem 2.9 的证明Theorem 2.9 的证明Theorem 2.9 的证明Theorem 2.9 的证明     



由  的左上块等式 ，得到

对每个 ，令

上述 Gram 矩阵等式表明这些向量标准正交。若 ，则 ；在已有向量的正交补中任选单位向量作

为 。将所得  个向量补成  的标准正交基，组成 。于是

记

 仍为酉矩阵。其前  列为 ，构造  如下：

由  和 ，有 、 ，故  的列构成  的标准正交基。  的后 

 列也是该空间的标准正交基，所以存在酉矩阵 ，使这些后列右乘  后等于 ，得到定理中的块矩阵。上述

补基过程也覆盖  或  的情形。证毕。

由 SVD Theorem 2.7（ 02线性代数基础.pdf  第 2.42--2.44 页），对  作分解，取正交矩阵  使

由列正交条件 ，得到

对 ，令

Gram 矩阵等式保证这些向量标准正交。对  的指标，有 ，在已有向量的正交补中补选单位向量。

继续补成  的标准正交基，组成 ，便有

 

   

 

 

 

  

 

 

 

     

  

Theorem 2.10 的证明Theorem 2.10 的证明Theorem 2.10 的证明Theorem 2.10 的证明     

 

  

 

 

 

  

 



与  的分解合并即得结论；  已由列正交性给出。证毕。

TipTipTipTip

本页要点：本页要点：本页要点：本页要点： 先对一个块作 SVD，再由列正交性构造另一个块的配对因子，并补全正交基。

 

模型有很多参数，为什么预测有时只对少数参数组合敏感？可以用 SVD 分析当前参数附近的情形。

设参数为 ，预测观测为 。灵敏度矩阵  的第  列描述第  个参数对各观测

量的一阶影响，即 。

观测模型为 ，其中 ，协方差矩阵  对称正定且不依赖参数。高斯对数似然中与参数有

关的部分是 ，对参数求导得 。Fisher 信息矩阵定义为这一梯度

的二阶矩，因此

左乘  后，噪声的协方差变为 ，称为“白化”。它把观测变化放到统一的噪声尺度下比

较；若  是对角矩阵，就是将各观测分量除以各自的噪声标准差。对加权灵敏度矩阵作完整 SVD，利用 

，得到

当  是方形对角矩阵时， ；完整 SVD 中的  若为矩形矩阵，则只能写成 ，与第 2.47 页的说明

一致。令 ，参数扰动对应的噪声加权变化量满足

沿  方向取 ，上式就是 。对相同大小的参数变化，大奇异值方向更容易从噪声中辨识，小奇异值

方向则较难辨识；零奇异值方向不产生一阶观测变化。若只有前  个奇异值显著，  就给出

局部有效参数子空间。这里保留的是参数的线性组合，不一定是某几个原始参数。

NoteNoteNoteNote

适用范围。适用范围。适用范围。适用范围。 这一判断针对当前参数附近，并要求先固定参数的单位或缩放；改变参数尺度会改变奇异值和所

选方向。它不意味着所有复杂模型都能全局降到低维。

页中论文：Machta、Chachra、Transtrum 与 Sethna，Parameter Space Compression Underlies Emergent 

Theories and Predictive Models，Science 342，604–607（2013），DOI: 10.1126/science.1238723。

TipTipTipTip

本页要点：本页要点：本页要点：本页要点： 对噪声加权的灵敏度矩阵做 SVD，可找出局部最容易辨识的参数组合。

 

  

2.63 Example: Information Geometry2.63 Example: Information Geometry2.63 Example: Information Geometry2.63 Example: Information Geometry     

    

 

   

      

 

 

 

 

 

 

 

 

2.64 Example: From Text to Latent Semantics2.64 Example: From Text to Latent Semantics2.64 Example: From Text to Latent Semantics2.64 Example: From Text to Latent Semantics     

https://doi.org/10.1126/science.1238723


潜在语义分析把“文档包含哪些词”组织为矩阵，再用低秩 SVD 建立词和文档的共享低维空间。若  

的行对应文档、列对应词项，则

文档坐标可取 ，词项坐标可取 。原空间中不同但在相似文档中出现的词，可能在低秩空间中获得相近

坐标。

低秩截断过滤小奇异值方向，可能去除噪声和偶然共现，也可能丢失稀有但重要的语义。秩  必须根据奇异值能

量、下游任务和验证数据选择。

TipTipTipTip

本页要点：本页要点：本页要点：本页要点： 潜在语义分析先构造词项矩阵，再用低秩 SVD 提取主题方向。现代主流大语言模型通常不通过 

SVD 构造语义表示；潜在语义分析（LSA）是较早的经典方法，两者的表示构造方式不同。

 

示例包含 5 篇短文档，主题覆盖数值代数、机器学习、篮球和足球。预处理依次执行：转为小写、分词、去标

点，并删除停用词。结果是每篇文档的 token 列表。

词形还原、复合词处理和停用词表都会改变词汇表及后续矩阵。本例采用简单规则，便于逐项复算。

TipTipTipTip

本页要点：本页要点：本页要点：本页要点： 预处理规则决定矩阵的列，改变词形或停用词规则也会改变后续 SVD 的结果。

 

把所有保留词去重并排序，得到 22 个词项。对 5 篇文档，原始计数矩阵为

其中  是词  在文档  中的出现次数。页中的每一行是一个长度为 22 的稀疏向量。

行索引对应文档，列索引对应排序后的词汇表；改变词汇表顺序时必须同步重排矩阵列。

TipTipTipTip

本页要点：本页要点：本页要点：本页要点： 文本预处理决定词项矩阵的行列含义，停用词和词形规则必须先固定。

 

词频定义为

 

 

2.65 Data Analysis Step 1: Preprocessing2.65 Data Analysis Step 1: Preprocessing2.65 Data Analysis Step 1: Preprocessing2.65 Data Analysis Step 1: Preprocessing     

2.66 Data Analysis Step 1: Preprocessing (continued)2.66 Data Analysis Step 1: Preprocessing (continued)2.66 Data Analysis Step 1: Preprocessing (continued)2.66 Data Analysis Step 1: Preprocessing (continued)     

 

2.67 Data Analysis Step 2: Computing Weights2.67 Data Analysis Step 2: Computing Weights2.67 Data Analysis Step 2: Computing Weights2.67 Data Analysis Step 2: Computing Weights     

 



分母是文档  中保留 token 的总数，因此 TF 表示该词在该文档中的相对频率。示例中文档长度为 5 或 6，所

以出现一次的词权重分别为  或 。

只用 TF 会让在所有文档中普遍出现的词占据较大权重。逆文档频率 IDF 用文档层面的稀有程度对其重新缩放。

TipTipTipTip

本页要点：本页要点：本页要点：本页要点： TF 用词频除以文档长度，先消除不同文档长度对词频的影响。

 

设文档总数为 ，包含词  的文档数为 。本例使用

加 1 使出现在全部文档中的词也有正权重。对 ，三种文档频率对应的权重为

文档频率越低，IDF 越大；这有助于突出主题专用词，但稀有词不一定具有更强的语义区分度。

TipTipTipTip

本页要点：本页要点：本页要点：本页要点： IDF 根据词语跨文档出现的普遍程度赋予权重，越稀有的词权重越高。

 

最终权重为

例如，文档 1 长度为 6。若 algebra  出现在 3 篇文档中，则

若 important  只出现在一篇文档中，则

页中小数只为显示而舍入；SVD 应使用未舍入的全精度权重，否则多个舍入误差会改变相近奇异值和向量。

TipTipTipTip

本页要点：本页要点：本页要点：本页要点： TF--IDF 的最终权重是词频与逆文档频率的乘积。

 

  

2.68 Data Analysis Step 2: Computing Weights (IDF)2.68 Data Analysis Step 2: Computing Weights (IDF)2.68 Data Analysis Step 2: Computing Weights (IDF)2.68 Data Analysis Step 2: Computing Weights (IDF)     

 

 

 

近似值

2.69 Data Analysis Step 2: Computing Weights (multiplication)2.69 Data Analysis Step 2: Computing Weights (multiplication)2.69 Data Analysis Step 2: Computing Weights (multiplication)2.69 Data Analysis Step 2: Computing Weights (multiplication)     

 

 

 



把每篇文档的 22 个权重按固定词汇表顺序排列，得到

矩阵大部分元素为零，因为单篇短文档只含少数词。行向量描述文档，列向量描述词在不同文档中的分布。

NoteNoteNoteNote

备注：大规模语料的存储与计算。备注：大规模语料的存储与计算。备注：大规模语料的存储与计算。备注：大规模语料的存储与计算。

在更大语料上，稀疏的 TF--IDF 矩阵可使用 CSR/CSC 存储。完整 SVD 的因子通常是稠密的，存储和计算成

本较高，因此通常只计算前  个奇异三元组。

TipTipTipTip

本页要点：本页要点：本页要点：本页要点： TF–IDF 同时考虑词在单篇文档中的频率和跨文档的稀有程度。

 

示例的前五个奇异值约为

前  个分量保留的平方 Frobenius 能量比例为

页中  时约为 ，  时约为 。由于  与  接近，在第二个分量后截断会分开两个权重

相近的方向。  后的间隔最大，因此本例保留三个分量，但这里并没有很突出的奇异值截断点。

文档嵌入为

奇异向量整体变号不改变重构和相似性，所以坐标符号本身没有绝对语义，只有相对几何关系有意义。

TipTipTipTip

本页要点：本页要点：本页要点：本页要点： 在 TF–IDF 数据上，截断 SVD 用少量方向保留文档之间的主要相似性。

 

词项嵌入取

等价地，取  的前三行，并把第  行乘以 ，再按词项读取列。页中的坐标显示：第一坐标区分体育词与其他

词；第二坐标聚集 numerical/algebra/AI；第三坐标进一步区分篮球和足球相关词。

2.70 Data Analysis Step 2: Computing Weights (TF–IDF matrix)2.70 Data Analysis Step 2: Computing Weights (TF–IDF matrix)2.70 Data Analysis Step 2: Computing Weights (TF–IDF matrix)2.70 Data Analysis Step 2: Computing Weights (TF–IDF matrix)     

 

2.71 Applying SVD to TF-IDF Matrix2.71 Applying SVD to TF-IDF Matrix2.71 Applying SVD to TF-IDF Matrix2.71 Applying SVD to TF-IDF Matrix     

 

 

  

 

2.72 Dimensionality Reduction to 3D Space2.72 Dimensionality Reduction to 3D Space2.72 Dimensionality Reduction to 3D Space2.72 Dimensionality Reduction to 3D Space     

 



NoteNoteNoteNote

备注：低维坐标轴不一定唯一。备注：低维坐标轴不一定唯一。备注：低维坐标轴不一定唯一。备注：低维坐标轴不一定唯一。

解释坐标轴时应注意旋转不唯一性：若一组奇异值相等，相应奇异子空间内可任意正交旋转。稳定对象是子空

间及其内积，不一定是单根坐标轴。

TipTipTipTip

本页要点：本页要点：本页要点：本页要点： 低维坐标由截断 SVD 的右奇异向量给出，可用于观察词项之间的主题结构。

 

两个非零向量  的余弦相似度为

它只比较方向，忽略整体尺度。对归一化行向量，全部两两相似度可用 Gram 矩阵一次计算。

在原 TF--IDF 空间中，文档 1、2、5 的两两相似度约为 ；截断至三维后，它们都沿第二坐标轴，

相似度变为 。文档 3、4 分别讨论篮球和足球，相似度在两个空间中均约为 ；它们与文档 1、2、5 的相似

度均为零。

低秩投影会改变相似度，并可能合并原有差异，因此仍需结合任务选择 。

TipTipTipTip

本页要点：本页要点：本页要点：本页要点： 余弦相似度只比较方向不比较长度，适合衡量文档主题而非篇幅。

 

设  非奇异、 ，并考虑

当  足够小时， ，所以  在零点附近光滑。将

代入并比较  一阶项：

于是

由 ，得到相对界

2.73 Document Similarity Calculation2.73 Document Similarity Calculation2.73 Document Similarity Calculation2.73 Document Similarity Calculation     

 

第2.4节 矩阵的扰动分析第2.4节 矩阵的扰动分析第2.4节 矩阵的扰动分析第2.4节 矩阵的扰动分析     

2.75 Condition of A Linear System2.75 Condition of A Linear System2.75 Condition of A Linear System2.75 Condition of A Linear System     

 

 

     

 

 

 

   



其中

条件数大表示某些相对输入扰动可能被明显放大，并不表示每个方向的扰动都会造成很大的解误差。

NoteNoteNoteNote

相对界中的条件数如何出现？相对界中的条件数如何出现？相对界中的条件数如何出现？相对界中的条件数如何出现？ 矩阵扰动项可写为 。右端扰动项再用 

，便得到式 (2.295)。

TipTipTipTip

本页要点：本页要点：本页要点：本页要点： 条件数衡量数据扰动被问题放大的程度，解释解误差时必须考虑它。

 

对非奇异矩阵 ，特征值模的最大比值只给出二范数条件数的下界：

这里  的特征值为 ，再用第 2.26 页的谱半径界即可。正规矩阵取等号；非正规矩阵的两个量可能相差很

大。

上双对角矩阵。上双对角矩阵。上双对角矩阵。上双对角矩阵。 第一个矩阵的主对角元均为 1，上副对角元均为 2。令  的上副对角元为 1，其余元素为零，

则 。由于 ，有限几何和给出

当  时， ，而  的最大绝对行和为 。所以

二范数下也有指数增长。由  得 ，而 。另一方面，  

给出  及 。因此

虽然  的特征值全为 1，条件数仍按  的量级增长；特征值远离零并不能保证非正规矩阵良态。

ImportantImportantImportantImportant

讲课时需强调：讲课时需强调：讲课时需强调：讲课时需强调： 对这个上副对角元为 2 的矩阵，条件数是指数增长，不能写成 。特征值全为 1 并不

意味着奇异值也都接近 1。

Hilbert 矩阵。Hilbert 矩阵。Hilbert 矩阵。Hilbert 矩阵。 第二个矩阵满足 。它是单项式  在区间  上的 Gram 矩阵，

因为

 

 

  

2.76 Examples of Ill-Conditioned Systems2.76 Examples of Ill-Conditioned Systems2.76 Examples of Ill-Conditioned Systems2.76 Examples of Ill-Conditioned Systems     

 

   

 

    

 

     

    

 

   



最后一个严格不等式来自非零多项式不可能在整个区间上恒为零，因此  正定。随着阶数增大，单项式之间会出

现严重的近似线性相关，使  的最小特征值很小。这说明正定性也不能保证矩阵良态。

更精细的渐近分析给出 。不推导这一精细估计，也可以用一个多项式直接说明其病态

程度至少呈指数增长。取  的系数向量 ，则

最后一个等式可比较  中  的系数得到。由第 2.41 页的正交对角化，将  展开在特征向

量基上，其 Rayleigh 商是特征值的加权平均，因此 。同理， ，所

以

第二个不等式利用了中央二项式系数不小于同一行  个二项式系数的平均值，而这些系数之和为 。这

个下界已足以说明：即使矩阵对称正定，其条件数也可能随阶数迅速增长。

TipTipTipTip

本页要点：本页要点：本页要点：本页要点： 特征值远离零或矩阵对称正定，都不能单独保证问题良态；二范数条件数取决于最大、最小奇异

值之比。

 

定理 2.11.定理 2.11.定理 2.11.定理 2.11. 若 、 ，则

证明.证明.证明.证明. 若  奇异，则存在  使 ，从而 ，与  矛盾。

有限几何和满足

由于 ，令  得 Neumann 展开。三角不等式给出

证毕。

 

  

 

 

  

   

 

 

2.77 Theorem 2.11：Inverse of Perturbed Matrix2.77 Theorem 2.11：Inverse of Perturbed Matrix2.77 Theorem 2.11：Inverse of Perturbed Matrix2.77 Theorem 2.11：Inverse of Perturbed Matrix     

  

 

     

 

   

 



应用：扰动矩阵的逆。应用：扰动矩阵的逆。应用：扰动矩阵的逆。应用：扰动矩阵的逆。 若  非奇异且

则  非奇异，并且

推导.推导.推导.推导. 先分解

令 ，便知第二个因子可逆，因此  也可逆。由第 2.21 页的预解式恒等式（式 (2.71)），取 

，再代入 ，得到

取范数，再用 ，即得结论。证毕。

TipTipTipTip

本页要点：本页要点：本页要点：本页要点： Neumann 级数把小扰动下的逆矩阵写成可控的几何级数。

 

由第 2.50 页定理 2.8 的最佳低秩近似结论，非奇异方阵  满足

这里取截断 SVD 的秩为  即可达到等号。因此最小奇异值正是  到奇异矩阵集合的二范数距离。  很小意

味着只需很小的绝对扰动就可能使矩阵不可逆。

再看这种敏感性如何反映在线性方程组的解中。若  非奇异，则

小奇异值会放大  在相应左奇异向量方向的分量。最坏相对放大由

刻画。因而绝对敏感性取决于 ，相对敏感性则要结合最大奇异值一起判断。

TipTipTipTip

本页要点：本页要点：本页要点：本页要点： 逆矩阵对小奇异值方向最敏感，误差会在这些方向被显著放大。

 

 

 

 

 

   

     

 

   

2.78 Sensitivity of Matrix Inversion2.78 Sensitivity of Matrix Inversion2.78 Sensitivity of Matrix Inversion2.78 Sensitivity of Matrix Inversion     

 

 

 

 

 



定理 2.12（Bauer–Fike）.定理 2.12（Bauer–Fike）.定理 2.12（Bauer–Fike）.定理 2.12（Bauer–Fike）. 设  可对角化，写成

其中  非奇异、  为对角矩阵。对任意  和 ，存在  使

证明.证明.证明.证明. 若 ，取  即可。以下设 ，则  非奇异。取单位特征向量  使 ，

由  得

而

所以

合并两式并整理，得到

证毕。这里  的列组成特征向量基，且 。该基接近线性相关时，特征值可能高度敏感。

TipTipTipTip

本页要点：本页要点：本页要点：本页要点： Bauer--Fike 界中的特征向量矩阵条件数刻画了谱扰动上界中的放大因子。

 

定理 2.13（Krylov–Bogoljubov–Weinstein）.定理 2.13（Krylov–Bogoljubov–Weinstein）.定理 2.13（Krylov–Bogoljubov–Weinstein）.定理 2.13（Krylov–Bogoljubov–Weinstein）. 设  为正规矩阵， ，并令 Rayleigh 商

则

NoteNoteNoteNote

这个定理说明了什么？这个定理说明了什么？这个定理说明了什么？这个定理说明了什么？ 把  看作一个近似特征对，残量为 。残量为零时，它就是

精确特征对；对于正规矩阵，小残量保证 对于正规矩阵，小残量保证 对于正规矩阵，小残量保证 对于正规矩阵，小残量保证  接近至少一个真实特征值，距离不超过  接近至少一个真实特征值，距离不超过  接近至少一个真实特征值，距离不超过  接近至少一个真实特征值，距离不超过 。。。。 几何上，以 

 为中心、以残量范数为半径的闭圆盘至少包含一个特征值。这个界无需预先知道真实特征值即可计算，

但不确定圆盘中是哪一个特征值，也不直接保证特征向量的方向准确。

2.79 Theorem 2.12：Bauer–Fike Theorem2.79 Theorem 2.12：Bauer–Fike Theorem2.79 Theorem 2.12：Bauer–Fike Theorem2.79 Theorem 2.12：Bauer–Fike Theorem     

 

 

   

 

     

   

 

 

 

 

 

2.80 Theorem 2.13：Eigenvalues of A Normal Matrix2.80 Theorem 2.13：Eigenvalues of A Normal Matrix2.80 Theorem 2.13：Eigenvalues of A Normal Matrix2.80 Theorem 2.13：Eigenvalues of A Normal Matrix     

  

 

 

  



谱间隔为什么影响特征向量？谱间隔为什么影响特征向量？谱间隔为什么影响特征向量？谱间隔为什么影响特征向量？ 对所关注的单特征值 ，谱间隔是它到其余特征值的最小距离 

。两个特征值很接近时，把它们的特征向量混合起来，也可能得到很小的残量，而混合后

的方向未必接近其中任何一个。

例如，取 、 ，其中 。直接计算得 ，故 

， 。虽然残量随  趋于零，  与两个特征向量方向却始终都成  角。原因

是谱间隔也等于 ，残量与间隔之比始终为 ，并没有变小。

因此，要由残量判断某个单特征值对应的特征向量是否准确，除了确认  接近该特征值，还要看残量相对于

谱间隔是否足够小。若目标是重特征值，则应讨论与其特征子空间的接近程度，而不是与其中某个指定特征向

量的接近程度。

证明.证明.证明.证明. 由第 2.41 页式 (2.177) 的 Schur 分解推论，正规矩阵  可酉对角化，故可写为

令 ，则 。记 ，由酉不变性，

两边开平方即得结论。证毕。

取  时， ，残量范数为

最后一个等号来自  的第  个对角元相等，即第  行、列的平方范数相等。因此以  为中心、上

述范数为半径的每个圆盘至少含一个特征值，但这些圆盘的并集不一定包含全部特征值。

NoteNoteNoteNote

与盖氏圆盘定理有什么区别？与盖氏圆盘定理有什么区别？与盖氏圆盘定理有什么区别？与盖氏圆盘定理有什么区别？ 第 2.20 页定理 2.1 适用于任意方阵，圆心也是 ，半径却是 

。它的基本结论是：每个特征值至少落在一个盖氏圆盘内每个特征值至少落在一个盖氏圆盘内每个特征值至少落在一个盖氏圆盘内每个特征值至少落在一个盖氏圆盘内，因此圆盘并集包含全部特征值；这个

包含结论本身不保证每个圆盘都含有特征值。

本页要求  为正规矩阵，半径为 ，满足 。它保证的是：每个这样的较小圆盘每个这样的较小圆盘每个这样的较小圆盘每个这样的较小圆盘

至少含有一个特征值至少含有一个特征值至少含有一个特征值至少含有一个特征值。不同圆盘可能包含同一个特征值，所以“每个圆盘都含有特征值”不能推出“所有特

征值都在这些圆盘中”。

例如，取实对称矩阵 。向量  对应特征值 ；对满足  的向量，有 

，这个二维子空间对应特征值 。因此三个特征值为 。本页的三个圆盘完全重合，都是 

，其中含有 ，却漏掉了 ；盖氏圆盘则都是 ，包含全部特征值。

TipTipTipTip

本页要点：本页要点：本页要点：本页要点： 对正规矩阵，单位向量的残量范数给出其 Rayleigh 商到最近特征值的距离上界。

 

       

  

 

   

 

  

 

 

  

    

    

  



 

定理 2.14.定理 2.14.定理 2.14.定理 2.14. 若  都是正规矩阵，谱分别为  和 ，则存在排列  使

证明.证明.证明.证明. 由第 2.41 页式 (2.177) 的 Schur 分解推论，正规矩阵  均可酉对角化，故可写为

令 。Frobenius 范数酉不变，所以

置 。  的每行每列都是单位向量，故

即  双随机。展开平方并使用行列和：

接下来只需一个配对引理：对任意双随机矩阵  和实数 ，存在排列 ，使

引理的初等证明见下面的备注。取 ，结合式 (2.329)，立即得到

证毕。

NoteNoteNoteNote

配对引理的证明。配对引理的证明。配对引理的证明。配对引理的证明。 思路是逐步调整 ，保持行列和为 1，使加权和  不增加，同时减少正

元素，直到得到排列矩阵。

（1）找到可调整的闭合回路。（1）找到可调整的闭合回路。（1）找到可调整的闭合回路。（1）找到可调整的闭合回路。 把每一行和每一列各画成一个点；若 ，就连接第  行与第  列。一

个点若只有一条连线，该元素必为 1，其另一端也没有其它连线。去掉这些已经配好的行列；若还有剩余，每

个点至少有两条连线。沿连线前进且不立即原路返回，由于点数有限，必会遇到重复的点，从而找到一个闭合

回路。回路在行、列之间交替，故连线数为偶数。

2.81 Theorem 2.14：Hoffman–Wielandt Theorem2.81 Theorem 2.14：Hoffman–Wielandt Theorem2.81 Theorem 2.14：Hoffman–Wielandt Theorem2.81 Theorem 2.14：Hoffman–Wielandt Theorem     

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

  

 

 

 



（2）沿回路交替加减。（2）沿回路交替加减。（2）沿回路交替加减。（2）沿回路交替加减。 在回路对应的矩阵位置交替标 ，其它位置标 0，组成矩阵 。每个

涉及的行、列恰有一个正号和一个负号，所以  的行列和不变。必要时把全部符号反转，便可使 

。取 ，则  仍非负，且 。至少一个被减

的正元素变成零；被加的位置原本也为正，因此正元素总数严格减少。

（3）有限步完成配对。（3）有限步完成配对。（3）有限步完成配对。（3）有限步完成配对。 只要矩阵还不是排列矩阵，就能重复上述调整。正元素数每次减少，故有限步后得

到某个排列矩阵 ，且 。若 ，就有 ，引理得证。

若  Hermitian 且特征值降序排列，重排不等式说明最优匹配保持次序，故

矩形矩阵的奇异值版本。矩形矩阵的奇异值版本。矩形矩阵的奇异值版本。矩形矩阵的奇异值版本。 设 ，记 ，两者的奇异值均按降序排列。分别记 

、 ，下述推导对  和  均成立。把矩形矩阵嵌入 Hermite 矩阵，即可将奇异值问题转化为

特征值问题。

（1）构造 Hermite 扩张。（1）构造 Hermite 扩张。（1）构造 Hermite 扩张。（1）构造 Hermite 扩张。 定义

它们都是  Hermite 矩阵，可应用式 (2.332)。这里  表示新构造的矩阵，上标  仍表

示共轭转置。

（2）说明扩张矩阵的特征值。（2）说明扩张矩阵的特征值。（2）说明扩张矩阵的特征值。（2）说明扩张矩阵的特征值。 由第 2.42 页的完整 SVD 及式 (2.182)，左右奇异向量满足 、

。因此，对 ，

这说明每个奇异值  都给出一对特征值  和 ，对应的  个向量标准正交。若 ，完整 

SVD 中剩余的  满足 ，故  是零特征向量；若 ，则剩余的  满足 ，故  是

零特征向量。这样共得到  个标准正交特征向量。

所以  的特征值按降序排列为

 的特征值同理。这个列表也包含秩亏情形：若某个奇异值为零，对应的正、负两项都为零；中间的  

个零只是长方形尺寸额外带来的零。

（3）代入特征值扰动界。（3）代入特征值扰动界。（3）代入特征值扰动界。（3）代入特征值扰动界。 两组特征值按上述次序配对，正、负两部分给出相同的平方差，中间的零互相抵消，因

而
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扩张矩阵的两个非零块分别为  及其共轭转置，故

把式 (2.336) 和 (2.337) 代入式 (2.332)，再约去两边的因子 ，得到

当  时，上式即为 。原矩阵不必是方阵，也不需要满足正规性。

TipTipTipTip

本页要点：本页要点：本页要点：本页要点： Hoffman--Wielandt 定理用 Frobenius 范数控制正规矩阵特征值的整体移动。

 

设  Hermitian，特征值按

排列，Rayleigh quotient 为

定理 2.15.定理 2.15.定理 2.15.定理 2.15. 对 ，

且

特别地，

完整证明见 02线性代数基础.pdf  第 2.83 页。

 

 

 

    

2.82 Theorem 2.15：Courant–Fischer Theorem2.82 Theorem 2.15：Courant–Fischer Theorem2.82 Theorem 2.15：Courant–Fischer Theorem2.82 Theorem 2.15：Courant–Fischer Theorem     

 

 

 

 

 

 



TipTipTipTip

本页要点：本页要点：本页要点：本页要点： Courant--Fischer 原理把特征值写成 Rayleigh 商的极值。

 

Theorem 2.15 的证明.Theorem 2.15 的证明.Theorem 2.15 的证明.Theorem 2.15 的证明. Hermitian 矩阵  也是正规矩阵。由第 2.41 页式 (2.177) 的 Schur 分解推论，可取

一组标准正交特征向量 ，满足

先取

任意非零  满足

取  达到等号，所以

反向地，任意  维子空间  与

必有非零交，因为两者维数和为 。交中向量只含  分量，故其 Rayleigh 商不超

过 。因此每个  都有

第一式得证。

对第二式，取上述  维空间 。其内任意非零  有 ，且  达到等号，所以

反之，任意  维子空间  与  的维数和为 ，故有非零交向量。该向量的 Rayleigh 商不小于 

，所以任意  上的最大值都不小于 。第二式得证。证毕。

TipTipTipTip

本页要点：本页要点：本页要点：本页要点： Courant–Fischer 证明把特征值极值转化为子空间上的 Rayleigh 商极值。

 

2.83 Proof of Courant–Fischer Theorem2.83 Proof of Courant–Fischer Theorem2.83 Proof of Courant–Fischer Theorem2.83 Proof of Courant–Fischer Theorem     

 

 

 

 

 

 

 

     

 

   

 

   

2.84 Theorem 2.16：Weyl Theorem2.84 Theorem 2.16：Weyl Theorem2.84 Theorem 2.16：Weyl Theorem2.84 Theorem 2.16：Weyl Theorem     



先给出子空间压缩的特征值分离。若  Hermitian，  满足 ，并令 ，则

令 。由 ，映射  保持长度，且 。因此  的 Rayleigh 商就是 

 限制在  上的 Rayleigh 商。将 Theorem 2.15（第 2.82--2.83 页）的最大值范围限制在  内，得到

再将第二种 min--max 形式的最小值范围限制在  内，得到

合并即有 ，对  串联便得到上述分离关系。

定理 2.16.定理 2.16.定理 2.16.定理 2.16. 若  Hermitian，特征值分别降序排列为  和 ，则

从而

证明.证明.证明.证明. 令 。由  和 ，对任意非零 ，

对上侧不等式使用 Theorem 2.15 的第一种 min--max 形式（ 02线性代数基础.pdf  第 2.82--2.83 页）：

同一公式用于下侧不等式得到

最后，Hermitian 矩阵满足 ，故 。证毕。

TipTipTipTip

本页要点：本页要点：本页要点：本页要点： Weyl 不等式把 Hermitian 矩阵的特征值移动限制在扰动范数内。

 

ImportantImportantImportantImportant

第 2 章回顾第 2 章回顾第 2 章回顾第 2 章回顾

   

 

    

 

 

    

 

 

      

 

 

 

   

本章小结本章小结本章小结本章小结     

1. 从子空间理解方程。从子空间理解方程。从子空间理解方程。从子空间理解方程。 值域决定右端是否可达，零空间决定解有哪些自由度；四个基本子空间的正交关



系把存在性、唯一性与最小二乘联系起来。正交投影就是把向量分成可表示的部分与无法表示的正交残

差。

2. 区分长度、放大与渐近行为。区分长度、放大与渐近行为。区分长度、放大与渐近行为。区分长度、放大与渐近行为。 范数给出误差的尺度，诱导矩阵范数衡量一次作用的最大放大，谱半径

控制矩阵幂的渐近增长。Gershgorin 圆盘与 Perron–Frobenius 理论则利用矩阵结构提供谱信息。

3. 正交变换保持二范数。正交变换保持二范数。正交变换保持二范数。正交变换保持二范数。 Householder 与 Givens 在消去元素时保持二范数，Schur 分解用酉相似把方

阵化为上三角。对角 EVD 需要特征向量基，SVD 对任意长方矩阵都成立；特征值描述不变方向，奇异

值描述输入到输出的伸缩。

4. SVD 可用于多类问题。SVD 可用于多类问题。SVD 可用于多类问题。SVD 可用于多类问题。 奇异向量给出值域、零空间及其投影，伪逆给出最小范数最小二乘解，截断 

SVD 给出最佳低秩近似。数值秩还取决于阈值与噪声尺度。

5. 把求解精度与问题敏感性分开。把求解精度与问题敏感性分开。把求解精度与问题敏感性分开。把求解精度与问题敏感性分开。 对非奇异矩阵， 。很小的奇异值意味着某些

输入方向被强烈压缩，求逆时便会放大扰动；条件数描述这种固有敏感性。

 

6. 使用谱扰动界时要核对前提。使用谱扰动界时要核对前提。使用谱扰动界时要核对前提。使用谱扰动界时要核对前提。 对可对角化矩阵，Bauer–Fike 界中的特征向量矩阵条件数解释了非正

规谱为何敏感；正规矩阵有更好的谱距离控制。对 Hermitian 矩阵，可由 Courant–Fischer 的子空

间极值刻画推导 Weyl 不等式，用扰动范数控制特征值的移动。


