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模型问题：求解Poisson方程

C.-S. Zhang, AMSS 1

l 常用模型问题：方程足够简单，但包含了很多重要应用的难点特征

l 应用范围广泛：Heat conduction, fluid flow, porous-media flow, ……

l 问题条件数大：条件数随网格尺寸平分反比增长，ill-conditioned

l 实际应用问题：各向异性、跳跃系数、非均质性、……

模型方程及其有限差分离散：

问题特点： 可用方法：
l 追赶法，LU

l FFT

l CG

l Multigrid



简单迭代法的主要思想

C.-S. Zhang, AMSS 2

简单迭代：

l wJacobi或GS方法等

l 程序非常简单

l 收敛速度极慢
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Numerical Experiments
• Solve                ,
• Use Fourier modes as initial iterate, with N =64:
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Convergence rates differ for
different error components

• Error,  ||e||∞∞∞∞ , in weighted Jacobi on Au = 0 for
100 iterations using initial guesses of v1, v3, and v6
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k = 3

k = 6



两层网格法的主要思想

C.-S. Zhang, AMSS 3

两层网格方法（TG）：

仅使用磨光算法的效果

两层网格方法误差传播算子：

利用磨光消除高频误差，利用粗网格校正CGC消除低频误差

l Step 1. 前磨光（简单迭代法）

l Step 2. 粗空间校正（ CGC ）



多层迭代法的主要思路

C.-S. Zhang, AMSS 4

引入冗余：形成多层
子空间分解

问题：如何处理低频误差分量？如何有效消除全局误差的影响？如何高效地进行实现？

分而治之：构造子空
间求解器

分层迭代：有效的嵌
套迭代格式



多层网格V-循环伪代码

C.-S. Zhang, AMSS 5



简单示例：1D几何多层网格法

C.-S. Zhang, AMSS 6

1D Poisson方程的GMG：
l FDM五点差分模板

l 需要层次化结构网格

l 可采用无矩阵实现方法，效率高

CHAPTER 3. TWO-GRID METHODS 116
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In turn, we can obtain the matrix representation of the L2-projection

Qcv “ vc “ M´1

c ωvc “ M´1

c Ic
T Mv ùñ IT

c “ Qc “ M´1

c Ic
T M “ M´1

c P T M. (3.39) eqn:MatQ

3.5.2 Coarse problem in matrix form

Since the coarse-level operator is defined as Ac “ IT
c AIc, we obtain its matrix representation

Ac “ Qc A Ic ùñ Âc “ McAc “ McQc A Ic “ P T MAP “ P T ÂP. (3.40) eqn:Ac-PtAP

Then the coarse sti!ness matrix satisfies

Âc “ P T ÂP. (3.41) eqn:PtAP

Therefore, the algebraic form (3.41) of the coarse level problem is equivalent to the matrix

representation of the operator form.

In the above equality, we observe that, the L2-projection Qc is not needed for implementation.

Instead, we only need to use a restriction matrix R :“ P T .

Remark 3.43 (Finite di!erence case). Notice that, here, for the finite element sti!ness matrices,

the restriction matrix is just R “ P T . However, we have already noticed that R ‰ P T for the

finite di!erence method in (1.37). In fact, many books (see [65] for example) states R “ ϑP T .

This di!erence comes from the scaling e!ect caused by di!erent meshsizes. In the 1D FD

example, the coe”cient matrices on fine and coarse levels are A “ h´1Â and Ac “ H´1Âc,

respectively. Hence we get

Âc “ P T ÂP ùñ Ac “
ˆ

h

H
P T

˙
AP “: RAP.

This remark explains how we can obtain such the constant ϑ in general.

3.5.3 Two-grid iterator in matrix form

From (3.29), we have that the two-grid method with exact coarse solver is

BTG “ S `
`
I ´ ST A

˘
IcA´1

c IT

c pI ´ ASq .

粗网格问题：
或可直接由粗网

格进行离散获得



多层网格法的简单示例

C.-S. Zhang, AMSS 7

I need a geometric multigrid solver for the Poisson's equation in 2D. Can you write a MATLAB code for me?



写一个多层网格法的简单示例

C.-S. Zhang, AMSS 8

Why do you still write a code like an ancient man? Why do you still write a code anyways?

Can you tell which code is better when you see it? Can you tell AI what kind of code you need?



几何多层网格法的实现

C.-S. Zhang, AMSS 9

提高GMG实现的通用性：

l 基于稀疏矩阵运算进行，通用性强

l 与代数多层网格法（AMG）的结构相同

l 利用稀疏矩阵运算库（如SpMV内核）

无矩阵GMG实现方式：

l 存储量大幅度降低，减少内存使用量

l 可对相似运算重排/合并，提高cache命中率

l 可对部分模块进行细粒度并行优化

𝑥!𝑥!"# 𝑥!$#

Fixed stencil computation



从GMG到AMG

C.-S. Zhang, AMSS 10
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l 网格限制多：效率依赖于结构化嵌套加密网格的信息，实际应用中网格往往无法满足要求

l 通用性不高：程序是问题相关的（白盒子），需要case-by-case地设计方法

l 应用难度大：很难应用在有各种限制条件的实际问题中

GMG在实际应用中的困难：

Ø 系数矩阵可以对应一个图（带权或者不带权），对称问题è 无向图，非对称问题è 有向图

Ø 可根据临接图反推方程或离散方法的部分信息，构造operator-dependent方法è 代数多层网格法



经典代数多重网格法C-AMG

C.-S. Zhang, AMSS 11

where

Direct Interpolation



聚集代数多重网格法A-AMG

C.-S. Zhang, AMSS 12

l Tentative prolongation

l Coarser problem matrix

l 算法的复杂度低，但收敛性受到影响

l 利用光滑聚集方法SA-AMG

l 利用更精确的CGC方法：W-cycle, AMLI-cycle, Krylov-cycle



数值模拟的重要内核：快速Poisson解法器

C.-S. Zhang, AMSS 13

问题规模
网格剖分 643 1283 2563 5123 10243

变量个数 0.25M 2M 16M 135M 1024M

稀疏直接法
@北京超算

计算核数 8x1 16x1 32x1 16x8 16x64 16x512 16x1024

求解时间 5.38s 3.86s 3.26s 59.78s 999.46s / /

GMG@CPU 求解时间 0.030s 0.303s 2.815s 23.54s /

GMG@GPU 求解时间 0.013s 0.026s 0.045s 0.097s 0.715s

三维Poisson方程（均匀网格七点差分格式）的线性解法器对比，稀疏直接法软件Intel MKL Pardiso（北京超级云超算）和

几何多重网格法FASP（笔记本电脑、nVidia A100）：线程数x进程数。2020年，北京超级云计算中心A分区以Linpack测试

性能3.74PFlops，获中国HPC TOP100榜单第三名及通用CPU算力第一名。单节点配两颗32核AMD EPYC7452，256GB内存。



考虑通信开销的性能模型

C.-S. Zhang, AMSS 14

Communication Time = Latency + Num of Bytes Moved ÷ Bandwidth

Fast Memory

Sufficiently large but 
slow memory (assume 
it can’t be used for FP 

arithmetic)

Cache

DRAM or HBM

Local

Remote

Serial Case Distributed Case
Not big enough to store
the whole problem

Ref: CS267 lecture notes on J. Demmel’s webpage: https://people.eecs.berkeley.edu/~demmel/

Communication Memory access Network access
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常用AMG迭代法软件包

C.-S. Zhang, AMSS 15

HYPRE

支持共享内存与分布式
并行及GPU的C语言库，
由美国LLNL研发，最
早于2000.1.14开源发
布，最新版是2.30.0

PyAMG

Python库，由Nathan 
Bel、Luke Olson、
Jacob Schroder和
Ben Southworth开发，
始于2008年，于
2013.7.10提交了2.1版
到GitHub，最新版是
5.0.1

AGMG

支持共享内存与分布式
并行的F90库，最早于
2008.2发布，于2012.1
（3.0版）对聚集算法进
行大改，最新版是4.2.2

JXPAMG

支持共享与分布式的C
库，由北京九所与湘潭
大学联合研发，项目于
2009年开始启动，最新
版是2.0

FASP

支持共享内存并行及
GPU/DCU的C语言库，
最早于2010.4.1公开发
布 0.1.0 ， 最 新 版 是
2.8.7

CUSP

支持GPU的头文件库，由
Steven Dalton、Nathan 
Bell等开发，项目于
2010.7.10发布0.1.0版，
最新版是2015发布的
0.5.1版

GAMG

支持共享内存与分布式
并行及GPU的C++库，
PETSc中的预条件子，
由 Mark Adams 等 研
发 ， 2012.6.5 出 现 在
PETSc 3.3中

AmgX

支持分布式并行及GPU，
由NVIDIA开发，最早于
2014.5.15发布版本1.0，
最新版是2.4.0

MueLu

支持共享内存与分布式
并行及GPU的C++库，
Sandia实验室Trilinos
项目的一部分，最早于
2014.10发布（出现在
11.12版中）

AMGCL

支持共享与分布式并行
的C++头文件，由俄
罗 斯 科 学 院 的 Denis
Demidov 研 发 ， 于
2017.5.3 提 交 了 0.9.0
版到GitHub，最新版
是1.4.4

YHAMG

由国防科技大学研发
的并行代数多重网格
算法库，支持分布式
和共享式的C++库，
最早于2018年启动，
目前最新版是1.0



开源解法器FASP项目

C.-S. Zhang, AMSS 16

开源项目网址
http://www.multigrid.org/fasp
https://github.com/FaspDevTeam/faspsolver
https://gitee.com/faspdevteam/faspxx

FASP及相关开源软件项目：

l faspsolver，开源迭代解法器项目

l fasp4ns，开源流体解法器项目

l fasp4cuda，开源GPU解法器项目

l fasp4dcu，开源国产GPU解法器项目

l fasp4blkoil，开源油藏模拟解法器项目

l faspxx，开源并行迭代解法器项目

l StructMG，拓扑结构化网格求解器项目

l SemiStructMG，半结构化网格求解器项目

http://www.multigrid.org/fasp
https://github.com/FaspDevTeam/faspsolver
https://gitee.com/faspdevteam/faspxx


faspsolver解法器软件简介

C.-S. Zhang, AMSS 17

!

fasp4blkoil! fasp4ns!

Petroleum!
Reservoir!
Simulation!

Fluid!Structure!
Interaction!

Smoothed!
Particle!

Hydradynamics!

fasp4SPH!

Standard!Iterative!Methods!
CG,!MINRES,!BiCGstab,!GMRES,!GCR,!GCG,!…!

Basic!Sparse!Linear!Algebra!Modules!
Serial,!OpenMP,!MPI,!CUDA!

Standard!Preconditioning!Methods!
GMG,!AMG,!ILU,!Schwarz,!…!!

IO,!Conversion!

fasp4elastic!

faspsolver project



faspsolver安装选项介绍

C.-S. Zhang, AMSS 18



faspsolver简单算例（C语言）

C.-S. Zhang, AMSS 19



faspsolver简单算例（Fortran语言）

C.-S. Zhang, AMSS 20



faspsolver算法参数配置

C.-S. Zhang, AMSS 21

Test Device: Intel Core i5 2.6GHz, 8GB RAM, gcc
4.9.2 -O2. Software ver: FASP 1.7.0, hypre 2.10.0b,
AGMG 3.2.0 (default parameters). Computing time
(seconds) of the AMG-preconditioned CG method.
We solve the 2D/3D Poisson equation with one
processing core. Stopping criteria: relative residual
is less than 1E-6.



faspxx并行解法器软件简介

C.-S. Zhang, AMSS 22

Matrix Format

l A flexible and extensible package of iterative solvers/preconditioners: https://gitee.com/faspdevteam/faspxx

l Features: Parallel (MPI/OpenMP) support; a unified design for solver/precond/smoother design, KSM: CG,

BiCGStab, GMRES(m), FGMRES-DR, …; controls via a JSON file



faspxx的并行性能测试（C-AMG解法器）

C.-S. Zhang, AMSS 23

Test 1. FEM for Poisson, grid: 2048x2048, dof: 4M, AMG-CG

NP IT Setup (s) Solve (s) Total (s) IT Setup (s) Solve (s) Total (s)

4 14 313.97 6.48 320.44 18 180.09 8.16 188.25 

8 15 166.90 4.50 171.41 18 85.45 5.43 90.88 

16 15 64.76 2.58 67.34 18 30.43 3.18 33.60 

32 15 22.50 1.52 24.02 18 10.36 1.87 12.23 

64 15 8.36 1.13 9.48 18 3.93 1.43 5.36 

FASPxx CAMG (OC=1.88)BoomerAMG (default, OC=2.24)

Test 2. FEM for Poisson, dof/np: 64,000, AMG-CG

NP Mesh IT Setup (s) Solve (s) Total (s)

4 512x512 18 2.00 0.43 2.44

16 1024x1024 21 4.35 0.67 5.02

64 2048x2048 23 5.79 1.38 7.17

256 4096x4096 26 7.58 6.36 13.93

1024 8192x8192 28 10.29 11.18 21.47

FASPxx CAMG (OC=1.72)

Strong and weak scalability performance test for the
discrete Poisson’s equation (finite element)



faspxx的并行性能测试（A-AMG解法器）

C.-S. Zhang, AMSS 24

Test 3. FDM for Poisson, grid: 4096x4096, dof: 16M, AMG-CG

NP IT Setup (s) Solve (s) Total (s) IT Setup (s) Solve (s) Total (s)

1 50 5.69 25.50 31.19 48 4.63 33.27 37.90 

2 50 2.76 13.20 15.96 51 2.52 19.58 22.10 

4 50 1.40 7.10 8.50 82 1.59 15.27 16.86 

8 50 0.74 3.43 4.17 80 0.85 7.60 8.45 

16 82 0.44 3.17 3.61 80 0.51 4.34 4.85 

32 85 0.34 2.34 2.68 80 0.39 2.84 3.22 

FASPxx UA-AMG (OC=1.14)AG-AMG (OC=1.14)

For the discrete Poisson’s equation (finite

differenece), strong scalability performance 

of the faspxx solver is similar to that of AGMG 

Parallel Pairwise aggregation method



线性解法器不可能三角

C.-S. Zhang, AMSS 25

高效性
Efficient, optimal, and scalable

易用性
Applicable, user-friendly, and portable

稳健性
Robust, resilient, and reliable

Q: 如何改进Multigrid方法实现？目标？计算资源？用户类型？开发代价？有无高效算法？



如何选择求解方法

C.-S. Zhang, AMSS 26

l Achi Brandt: “The optimal method might 

not be the fastest”

l Standard Krylov subspace methods work

fine, but don’t count on them

l Matrix-free implementation is preferred 

when applicable

l Iain Duff: “Real men use direct methods”

l Use direct methods whenever possible 

(only for moderate-size problems)

l Think about your solution method as 

early as possible for your simulation



解法器课程与竞赛

C.-S. Zhang, AMSS 27
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