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摘要 无线通信系统设计中的许多问题归根结底可建模为优化问题.一方面,这些优化问题常常具有

高度的非线性性,一般情况下难于求解;另一方面,它们又有自身的特殊结构,例如隐含的凸性、可分

性等.利用优化的方法结合问题的特殊结构求解和处理无线通信系统设计问题是近年来学术界研究

的热点.本文重点介绍和讨论无线通信系统设计中的最优资源配置 (Resource Allocation)问题和相

关优化方法.本文以优化方法为主线,着重介绍这些优化方法在求解无线通信资源配置优化问题中的

应用,主要包括线性锥规划如何揭示非凸问题中隐藏的凸性、拉格朗日对偶理论如何揭示相关问题

最优解的结构、稀疏优化和整数规划技巧如何帮助建立相关问题的数学模型、半正定松弛交替最优

化以及分式规划技巧等如何快速求解相关问题.最后,本文展望了无线通信系统优化设计研究中的一

些未来研究方向和关键问题.
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MSC (2020) 主题分类 90B18, 90C90, 90C25, 90C26

1 引言与背景

1.1 无线通信的背景

最早的无线通信出现在前工业化时期, 这些系统使用狼烟、火炬、信号弹或旗语, 在视距内传输

信息. 19 世纪中叶以后, 随着电报、电话的发明以及电磁波的发现, 人类通信领域产生了根本性变革,

实现了利用金属导线来传递信息, 甚至通过电磁波来进行无线通信, 使神话中的 “顺风耳”、“千里

眼” 变成现实. 特别地, 1895 年, 意大利人马可尼 (Guglielmo Marconi) 在英国怀特岛到 30 千米之外
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的一条拖船之间成功进行了无线传输, 现代意义下的无线通信从此诞生. 从这一天开始, 无线通信技

术迅速发展, 使人们能够在更远的传输距离上实现更好的通信质量、更低的功耗、更小的体积和更

便宜的价格, 使无线通信、无线电视、无线网络等成为现实. 1948 年, “信息论之父” 克劳德·艾尔伍

德·香农 (Claude Elwood Shannon) 发表了题为 “A Mathematical Theory of Communication” 的

论文, 建立了通信的数学理论 [132]. 香农的理论对无线通信技术的发展一直影响至今. 通过几十年的

努力, 人们终于可以实现香农理论预言的传输信道容量 (Channel Capacity), 也开始思考后香农时代

的传输容量等问题 [174].

展望未来, 无线通信在几十年内仍将是通信发展的前沿. 未来无线通信的愿景是任何人与物可以

在任何时间、任何地点进行通信, 信息基础设施可以为每个家庭、每个企业和每个社会提供数字化

的智能服务. 为了使未来无线通信的愿景得以实现, 首先必须要攻克许多技术上的难题, 这些难题贯

穿于无线通信系统设计的各个方面.

1.2 无线通信对社会和国家未来发展的重要性

无线通信技术 [38, 57, 151] 主要利用无线电磁波来传输信息. 过去几十年, 无线通信技术经历了

四代快速发展, 极大地改善了人们的生活方式. 特别地, 第 5 代 (Fifth-Generation, 5G) 移动通信系统

是面向 2020 年之后的新一代移动通信系统. 近年来, 5G 和后 5G 已成为世界范围内学术界和工业界

的研究热点, 5G 和后 5G 的研发与设计正在如火如荼地进行 [5, 178], 我国的无线通信在近二十年也

由原来的 “一穷二白” 到世界相对领先. 值得一提的是, 2016 年由我国华为技术有限公司 (以下简称

华为)主推的极化码 (Polar Code)战胜了由美国主推的 LDPC (Low Density Parity Check Code)方

案和法国主推的 Turbo 2.0 方案, 成为了 5G 超高清视频等大流量移动宽带业务场景下控制信道编码

的最终方案. 华为主推的编码方案被采纳意味着高通、爱立信等国外公司对通信技术的垄断时代正

式结束, 中国通信技术国际地位正在上升. 为落实 “十四五” 期间国家科技创新安排, 2021 年科技部

计划支持 13 个 “数学与应用研究”重点专项, “通信领域若干关键问题的数学理论和方法”位列其中.

5G 移动通信技术的发展是当前国家战略发展计划的重要组成部分. 2017 年李克强总理在《政

府工作报告》中专门提及 5G 移动通信技术对于国家未来发展的重要性, 报告指出 “全面实施战略性

新兴产业发展规划, 加快新材料、人工智能、集成电路、生物制药、第五代移动通信等技术研发和

转化, 做大做强产业集群”. 这是政府工作报告首次提及 5G 移动通信技术. 2018 年李克强总理在《政

府工作报告》中再一次强调发展 5G 移动通信技术的重要性. 相比于 2017 年, 2018 年《政府工作报

告》中 5G 移动通信技术的位置更加靠前. 5G 行业如火如荼的 2019 年, 美国政府对华为实施全面制

裁和打压, 意在削弱华为和中国在 5G 等尖端领域的发展, 这也从侧面反映出 5G 是当前我国战略发

展计划的重要组成部分.

1.3 优化在通信系统设计中的重要性

最优化 [8, 119, 185] 讨论决策问题的最佳选择, 构造寻求最佳解的计算方法, 研究这些计算方法

的理论性质及实际计算表现. 最优化在国防、经济、金融、工程、交通、管理、数据分析、机器学

习、人工智能等许多领域有着广泛的应用. 许多其他科学领域的问题都可以归结为最优化问题, 如控
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制科学中的轨道设计问题、生命科学中的蛋白质折叠问题、信息科学中的模式识别问题、地球科学

中的反演问题等.

无线通信系统设计中的很多问题常常可建模为带有特殊结构的最优化问题. 一方面, 这些优化问

题常常具有高度的非线性性, 一般情况下难于求解; 另一方面, 它们又有自身的特殊结构, 例如隐含的

凸性、稀疏性、可分性等. 利用优化的技术结合问题的特殊结构求解和处理无线通信系统设计问题

是近年来的研究热点问题 [10, 55, 103, 162], 近二十年平均每年都有这方面的工作获得 IEEE 信号处

理学会或者 IEEE 通信学会最佳论文奖. 近几年, 华为在内部成立了多个运筹和优化中心/实验室 (例

如在巴黎的 Mathematical and Algorithmic Sciences Laboratory), 集中力量研究无线通信系统优化

设计问题. 世界著名优化专家、加拿大皇家科学院院士、美国工业与应用数学学会会士、国际顶级

信号处理和无线通信期刊《IEEE Trans. Signal Process.》前任主编罗智泉教授的主要研究方向是

优化算法的设计、分析及其在无线通信中的应用. 他在上述方向发表了多篇有影响力的学术论文, 取

得了丰硕的研究成果, 从而也获得了 2004、2009、2011 年 IEEE 信号处理学会最佳论文奖, 2011 年

欧洲信号处理学会最佳论文奖和 2011 年 IEEE 国际通信大会最佳论文奖. 优化在移动通信系统设计

中的重要性由此可见一斑.

1.4 无线通信最优资源配置问题

最优资源配置问题 [9, 10, 55, 56, 64, 90, 180, 183] 是无线通信系统设计中的基本问题之一. 最优地

分配功率、传输波形和频谱等资源能够极大地提高整个通信系统的传输性能. 从用户的角度, 多用户

之间的相互干扰是制约整个通信系统高速稳健传输的最主要因素, 适当地分配系统资源可以有效地

消除多用户之间的相互干扰, 从而提高整个通信系统的传输性能. 从系统运营者的角度, 最优地分配

系统资源可以有效地提高功率和频谱等昂贵资源的利用率, 从而降低运营费用. 事实上, 系统运营者

需要花费几十亿美元才能获取某段频谱的使用权. 所以, 对于系统运营者来说, 功率和频谱的有效利

用可以带来更高的回报和更低的运营花费 [57]. 本文重点介绍和讨论无线通信资源配置中的优化问

题与方法.

传统的无线通信最优资源配置旨在提高频谱利用率 (Spectral Efficiency), 常常涉及到以下

两类优化问题: 第一类优化问题是满足最小传输速率约束下的传输总功率极小化问题 (Power

Minimization) [143, 192], 这一类问题主要是从运营商的角度提出; 第二类优化问题是满足传输功率

约束下的系统效用函数极大化问题 (System Utility Maximization) [84, 140, 147], 这一类问题是从用

户的角度提出. 这两类问题相互关联, 一类问题的求解对另一类问题有启发作用. 最小速率约束条件

下的系统总功率极小化模型的缺点是对应的优化问题有时可能不可行, 而第二类优化模型总是可行

的. 第二类问题的另一个优点在于可以通过适当选取系统效用函数以平衡系统的整体性能与用户之

间的公平性. 当前比较热门的效用函数 [91] 包括和速率,速率的几何平均, 速率的调和平均, 最小速率

等. 另外一类研究较多的最优资源配置优化模型是能效 (Energy Efficiency) [187,196]最大化问题. 能

效是一个分式形式的指标, 其中分子是系统总的传输速率, 分母是系统总的发射功率. 能效模型是在

一定功率约束的条件下极大化能效,即极大化单位功率支持的传输速率.

无线通信最优资源配置问题具有鲜明的结构和特点. 用户的信干噪比 (Signal-to-Interference-

plus-Noise Ratio, SINR) 和传输速率是无线通信系统优化设计中最重要的两个指标, 其中信干噪比
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是信号的功率与干扰与噪声功率之和的比值, 是分式的形式, 而传输速率是信干噪比的一种对数变

换. 充分利用这些特殊结构是高效求解相应的最优资源配置问题的关键 [10, 55, 103, 162]. 另外, 许多

最优资源配置问题依赖于信道状态, 目的是根据信道状态的变化自适应地分配系统资源以达到某种

指标最优. 信道参数一般为复数, 而最优化变量包括波束成形向量等也都是复数, 参数和变量定义在

复数域是无线通信最优资源配置问题的特点之一. 另一方面, 信道参数变化很快, 这对资源配置问题

求解的实时性有一定的要求, 快速实时求解 (允许一定最优性的损失) 是无线通信最优资源配置问题

的另一个特点.

1.5 内容组织和符号约定

本文内容组织如下: 由于无线通信最优资源配置问题都是建立在一定的信道模型上的, 我们首先

在第 2 章介绍几类常用的无线信道模型; 之后, 我们在第 3 章介绍无线通信最优资源配置问题的发展

现状, 详细介绍几类问题中常用的优化方法和案例;最后我们在第 4章中给出未来发展方向和展望.

本文符号约定如下:本文用小写黑体字母表示列向量,大写黑体字母表示矩阵.给定复数 a, Re(a)

和 Im(a) 分别表示它的实部和虚部. 给定矩阵 A, AT 表示它的转置, A† 表示它的共轭转置, A−1 表

示它的逆, Aij 表示它的第 (i, j) 个元素. 相似的符号也适用于向量. 给定向量 x = [x1, x2, ..., xK ]
T
,

∥x∥p , (
∑K

k=1 |xk|p)1/p 表示它的 p 范数, 其中 p ∈ (0,∞); ∥x∥ 表示它的 2 范数; ∥x∥0 表示向量 x 中

非零元的个数. Diag(x) 表示由向量 x 生成的对角矩阵. 给定 (适当维数的) Hermitian 矩阵 A 和 B,

A ≽ 0 表示 A 是一个半正定矩阵; A ≽ B 表示 A − B 是一个半正定矩阵; Trace(A) 表示 A 的迹,

Rank(A)表示A的秩.本文用 e表示适当维数的全 1向量,用 I表示适当维数的单位矩阵,用 0表示

适当维数的全 0 矩阵或向量. 最后, CN (0,Σ)表示均值为 0, 方差为 Σ 的复高斯分布.

2 无线信道模型

2.1 多用户干扰信道模型

多用户干扰信道 (Multi-User Interference Channel) 如图 1 所示. 在多用户干扰信道中, 有多个

传输端和多个接收端. 每个传输端和接收端装有不同数量的天线. 每个传输端希望给对应的接收端发

送信号. 特别地, 当传输端 1 (TX1) 给接收端 1 (RX1) 发送信号的同时, TX1 也给其他的接收端带来

了干扰;反过来,当 RX1 接收 TX1 传输信号的同时,也接收到其他传输端传输的信号,这对于 RX1 来

说也是干扰. 这即是多用户干扰信道. 本文主要讨论无线通信中的最优资源分配问题, 这些问题大都

基于多用户干扰信道或者它的变种.

本文中, “用户”表示系统中的一个传输接收对, 也称为一个 (直接) 链接. 下面给出多用户干扰信

道的系统模型. 假设系统中有 K 个用户, 我们用 K = {1, 2, ...,K} 表示系统中所有用户的集合. 考虑

单载波 (Single Carrier)通信系统,即第 k 个传输端在一个时刻只发送一个信号 sk ∈ C给对应的接收

端 k. 我们用 Hkj ∈ CMk×Nj 表示第 j 个传输端到第 k 个接收端的信道矩阵, 其中 Mk 和 Nj 分别表

示第 k 个接收端和第 j 个传输端装有的天线个数,那么接收端 k 接收的信号为

yk = Hkkvksk +
∑
j ̸=k

Hkjvjsj + zk,
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图 1 多用户干扰信道示意图.

其中 vk ∈ CNk×1 表示传输端 k 使用的传输波束成形向量, zk ∈ CMk×1 是加性高斯白噪声 (Additive

White Gaussian Noise, AWGN), 服从复高斯分布 CN (0, σ2
kI). 令 uk ∈ CMk×1 表示接收端 k 使用的

接收波束成形向量,则接收端 k 经过线性处理以后得到的信号为

ŝk = u†
kyk = u†

kHkkvksk +
∑
j ̸=k

u†
kHkjvjsj + u†

kzk.

将干扰看成噪声,那么第 k 个用户的信干噪比可表示为

SINRk =
|u†

kHkkvk|2

σ2
k∥uk∥2 +

∑
j ̸=k

|u†
kHkjvj |2

, k ∈ K. (2.1)

根据香农信息论的结果 [38],第 k 个用户的传输速率可表示为

rk = log2(1 + SINRk), k ∈ K. (2.2)

严格地讲, 传输速率的表达式应为 rk =
1

2
log2(1 + SINRk). 但常数

1

2
对后面所考虑的优化问题没有

本质影响, 我们将其简记如 (2.2) 所示.

根据系统中传输端和接收端装有的天线个数,可将多用户干扰信道做如下分类.

多输入多输出 (MIMO) 干扰信道: 当系统中每个传输端和接收端都装有多根天线时, 即

Mk > 2, Nk > 2 (k ∈ K) 时,此信道称为MIMO干扰信道, 其 SINR 表达式如式 (2.1) 所示.

多输入单输出 (MISO) 干扰信道: 当系统中每个传输端装有多根天线, 每个接收端装有 1 根天

线,即Mk = 1, Nk > 2 (k ∈ K)时,此信道称为MISO干扰信道.在MISO干扰信道中, 信道矩阵Hkj
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退化为行向量 h†
kj (本文始终用小写黑体表示列向量), 并且不需要接收波束成形向量. 此时, MISO

干扰信道中第 k 个接收端的 SINR 可表示为

SINRk =
|h†

kkvk|2

σ2
k +

∑
j ̸=k |h

†
kjvj |2

, k ∈ K. (2.3)

在 MIMO和 MISO干扰信道中,每个传输端的功率约束可表示为

∥vk∥2 6 p̄k, k ∈ K,

其中 p̄k 表示第 k 个传输端的功率上限.

单输入多输出 (SIMO) 干扰信道: 当系统中每个接收端装有多根天线, 每个传输端装有 1 根天

线时,即Mk > 2, Nk = 1 (k ∈ K)时,此信道为 SIMO干扰信道.在 SIMO干扰信道中,信道矩阵Hkj

退化为列向量 hkj , 传输端 k 所使用的波束成形向量 vk 退化为数 vk. 此时,第 k 个接收端的 SINR可

表示为

SINRk =
|u†

khkk|2pk
∥uk∥2σ2

k +
∑

j ̸=k |u
†
khkj |2pj

, k ∈ K,

其中 pk = |vk|2.
单输入单输出 (SISO) 干扰信道: 当系统中每个传输端和接收端都装有 1 根天线时, 即 Mk =

Nk = 1 (k ∈ K)时,此信道称为 SISO干扰信道.在 SISO干扰信道中,信道矩阵Hkj 退化为数 hkj .此

时第 k 个接收端的 SINR 可表示为

SINRk =
gkkpk

ηk +
∑

j ̸=k gkjpj
, k ∈ K,

其中 gkj = |hkj |2 表示第 j 个传输端到第 k 个接收端的信道增益 (Channel Gain), ηk = σ2
k 表示第 k

个接收端的噪声功率.在 SIMO和 SISO干扰信道中,每个传输端处的功率约束可表示为

0 6 pk 6 p̄k, k ∈ K.

2.2 其他信道模型

下行单波 (Unicast) MISO 信道: 下行单波 MISO 信道中有一个装有多根天线的传输端

和 K 个装有一根天线的接收端. 此信道可以看成是图 1 中的通信系统在传输端允许完全合作,

即 K 个传输端共享所有用户的数据, 所以他们可以看成是一个虚拟 (Virtual) 的大传输端. 令

hk = [hT
k1,h

T
k2, . . . ,h

T
kK ]T ∈ CN×1 表示大传输端到第 k 个用户的信道系数, 其中 hkj ∈ CNj×1 表示

第 j 个传输端到第 k 个用户的信道系数,N =
∑

k∈K Nk.假设wk = [wT
k1,w

T
k2, . . . ,w

T
kK ]T ∈ CN×1 为

传输端到第 k 个用户的波束成形向量, 其中 wkj ∈ CNj×1 表示第 j 个传输端到第 k 个用户的波束成

形向量, 则第 k 个用户接收到的信号为

yk = h†
kwksk +

∑
j ̸=k

h†
kwjsj + zk;

第 k 个用户的 SINR可表示为:

SINRk =
|h†

kwk|2

σ2
k +

∑
j ̸=k |h

†
kwj |2

, k ∈ K. (2.4)
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如果 K 个传输端各自独立传输, 这等价于迫使波束成形向量 wk 中除第 k 块外全部置零, 再令

wkk = vk,则 (2.4) 退化为 (2.3).

下行多波 (Multicast) MISO 信道: 考虑 MISO 下行信道, 其中一个装有多根天线的基站同时

给多个单天线用户发送相同的信号. 此系统可以看成是图 1 中的通信系统在传输端允许完全合作且

发送的信息 s1 = s2 = · · · = sK , 即一个虚拟的大传输端 (基站) 同时给一组用户传输相同的信息.

令 hk 表示传输端到第 k 个用户的信道系数, w ∈ CN×1 为传输端使用的波束成形向量, 则此系统的

SINR 可表示为

SINR = min
k∈K

{
|h†

kw|2

σ2
k

}
.

由上可见,多波信道中的 SINR (以及传输速率) 由信道最差的用户决定.

多载波 (Multicarrier) SISO 干扰信道: 考虑多用户多载波通信系统, 其中 K 个用户共用 M

个载波. 用 gmkj 表示第 j 个传输端在第 m 个载波上对第 k 个接收端的信道增益, pmj 表示第 j 个传输

端在第 m 个载波上的发射功率, ηmk 表示第 k 个接收端在第 m 个载波上的噪声功率, 则第 k 个用户

的功率约束和传输速率可分别表示为

∑
m∈M

pmk 6 p̄k, k ∈ K 和 Rk =
∑
m∈M

log2

1 +
gmkkp

m
k∑

j ̸=k

gmkjp
m
j + ηmk

 , k ∈ K, (2.5)

其中M = {1, 2, . . . ,M}. 特别地,当系统中只有一个用户时,我们用 αm 和 ηm 分别表示载波m ∈ M
上的信道增益和噪声功率.此时用户的传输速率为

R =
∑
m∈M

log2

(
1 +

αmpm

ηm

)
.

3 发展现状

在多用户干扰信道或者其变种中, 用户之间的传输会给其它的用户带来干扰. 目前多用户之间的

相互干扰是阻碍无线通信系统高速稳健传输的最主要因素. 最优资源配置通过设计传输波束成形向

量 {vk}/{wk}、接收波束成形向量 {uk} 以及传输功率 {pk} 来减少和消除系统中的干扰, 使得整个

系统在最佳状态下进行通信. 本章中我们主要介绍现代优化技术结合问题的特殊结构在无线干扰信

道最优资源配置中的几个典型应用案例. 特别地, 我们主要介绍线性锥规划如何揭示非凸问题中隐藏

的凸性、拉格朗日对偶理论如何揭示相关问题最优解的结构、稀疏优化和整数规划技巧如何帮助建

立相关问题的数学模型、半正定松弛、交替最优化和分式规划技巧等如何快速求解相关问题.

3.1 隐凸性和凸等价变形

本节中, 我们主要阐述现代优化技术特别是线性锥规划如何揭示非凸资源配置问题中隐藏的凸

性以及将看似非凸的问题转化为凸优化问题 [13].

7
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SISO 干扰信道功率控制: 考虑多用户 SISO 干扰信道中的功率控制问题, 目标是极小化整个系统的

传输功率使得每个用户的 SINR 都大于或者等于预先给定的目标值.上述功率控制问题可以建模为:

min
{pk}

∑
k∈K

pk

s.t.
gkkpk∑

j ̸=k

gkjpj + ηk
> γk, k ∈ K,

0 6 pk 6 p̄k, k ∈ K,

(3.1)

其中 γk> 0 为第 k 个用户的 SINR 目标值.由于上述 SINR 约束等价于

gkkpk > γk

(∑
j ̸=k

gkjpj + ηk

)
, k ∈ K,

所以问题 (3.1) 实际上是一个线性规划. 不难证明, 问题 (3.1) 的最优解一定在所有 SINR 约束取等号

时成立 [1,186].求解功率控制问题 (3.1)的 Foschini-Miljanic算法 [51]正是巧妙地利用了这一特殊结

构, 从而将问题 (3.1) 转化为一个线性方程组. Foschini-Miljanic算法的迭代格式为

pt+1
k = max

{
min

{
γk

SINRt
k

ptk, p̄k

}
, 0

}
, k ∈ K, (3.2)

其中 t 代表迭代次数, SINRt
k 为第 k 个用户在第 t 次迭代的 SINR 值. 上述迭代格式 (3.2) 非常直观,

当第 k 个用户的 SINR 值大于其目标值时, 算法降低第 k 个用户的发射功率; 反之则增加第 k 个用户

的发射功率. Foschini-Miljanic 算法本质上即是求解线性方程组的 Jacobi 迭代算法 [58, 125]; 由于原

问题有 (功率) 约束, 算法进一步将 Jacobi迭代得到的结果再进行投影.

Foschini-Miljanic 算法简洁易于实现, 且有如下几个优点: 第一, 只要原问题 (3.1) 可行, 算法总

是以线性速度全局收敛 [1, 33, 44]; 第二, Foschini-Miljanic 算法是分布式算法: 每个传输端可以同时

更新传输功率而不需要等待其他传输端; 第三, Foschini-Miljanic 算法一个重要的优点是其工程实用

性, 即在 Foschini-Miljanic 算法中, 传输端每次更新传输功率时需要相应的接收端反馈当前的 SINR

值, 而这个值在实际通信中容易测量.

下行单波信道波束成形设计:下行单波信道联合功率和波束成形设计问题可建模为

min
{wk}

∑
k∈K

∥wk∥2

s.t.
|h†

kwk|2

σ2
k +

∑
j ̸=k |h

†
kwj |2

> γk, k ∈ K.
(3.3)

在问题 (3.3) 中, 目标函数
∑

k∈K ∥wk∥2 表示传输端发射的总功率, γk> 0 为第 k 个用户的 SINR 目

标值. 由于 SINR 约束是非凸的, 问题 (3.3) 看起来是非凸的, 但其实际上是一个凸问题. 接下来我们

会利用问题的特殊结构,将其等价地转化为凸优化问题.

半正定松弛 [152]是求解问题 (3.3) 的一类非常有效的方法.引入辅助变量

Hk = hkh
†
k ∈ CN×N 和Wk = wkw

†
k ∈ CN×N , k ∈ K.
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问题 (3.3) 关于变量 {Wk} 的半正定松弛为

min
{Wk}

∑
k∈K

Trace(Wk)

s.t. Trace(HkWk)− γk
∑
j ̸=k

Trace(HkWj) > γkσ
2
k, k ∈ K,

Wk ≽ 0, k ∈ K.

(3.4)

相比于原问题 (3.3), 问题 (3.4) 中松弛了非凸的秩一约束 Rank(Wk) = 1, k ∈ K, 使其变成了一个凸

问题. 这也是问题 (3.4) 被称为问题 (3.3) 的半正定松弛的原因.

文献 [7] 证明上述半正定松弛 (3.4) 与原问题 (3.3) 是等价的, 即问题 (3.4) 总是存在秩为一的最

优解. 文献 [164] 进一步证明问题 (3.3) 可以等价地转化为一个二阶锥规划问题,从而揭示了半正定松

弛与原问题等价的根本原因. 事实上, 对于 (3.3), 我们总是可以引入一个角度变化使得所有的 h†
kwk

都是正的实数, 但不影响 SINR 的值. 因此, 不失一般性, 我们总是可以假设所有的 h†
kwk > 0. 进而,

问题 (3.3) 等价于如下的凸二阶锥规划:

min
{wk, τ}

τ

s.t.

√
1 +

1

γk
h†
kwk >

∥∥∥[h†
kW σk

]∥∥∥ , k ∈ K,

∑
k∈K

∥wk∥2 6 τ.

(3.5)

其中 W = [w1,w2, . . . ,wK ]. 一般来说, 用 CVX 等凸优化软件包求解如问题 (3.5) 所示的二阶锥规

划要比求解如问题 (3.4) 所示的半正定规划更高效. 这是因为问题 (3.4) 将原始问题进行了升维, 其

变量{Wk} 的维数为 N2; 而问题 (3.4) 中变量为 {wk}, 与原始问题相同, 维数为 N . 文献 [164] 进一

步通过刻画问题 (3.5) 的 KKT 条件, 提出了一种低复杂度的不动点迭代算法, 可以得到该问题的最

优解.

关于更多的无线通信最优资源配置中隐凸性挖掘和凸等价变形的例子, 可以参见 [91, 96, 109,

134, 145, 181] 等. 例如, [181] 将 [7, 164] 中的结果推广到每根天线功率约束情况下; [91, 96] 将 [7, 164]

的结果推广到下行 MISO 干扰信道和上行 SIMO 干扰信道中的联合功率和波束成形设计问题;

[109,134,145]将 [7, 164] 中的结果推广到信道系数带有误差的情况下.

3.2 拉格朗日对偶理论

本节中, 我们主要阐述如何利用拉格朗日对偶理论 [8] 揭示最优资源分配问题最优解的结构以及

设计相应算法.

多载波 SISO 信道功率控制和注水算法 (Waterfilling) [38]: 单用户多载波 SISO 信道中的功率控

9
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制问题考虑如何在多个载波上分配功率以极大化系统的总传输速率.数学上此问题可建模为

max
{pm}

∑
m∈M

log2

(
1 +

αmpm

ηm

)

s.t.
∑
m∈M

pm 6 P, pm > 0, m ∈ M.

(3.6)

这里上标 m 表示第 m 个载波. 问题 (3.6) 是一个凸优化问题. 假设 λ 为约束
∑

m∈M pm 6 P 对应的

拉格朗日乘子,则问题 (3.6)的 (部分)拉格朗日函数为

L({pm} ;λ) = −
∑
m∈M

log2

(
1 +

αmpm

ηm

)
+ λ

(∑
m∈M

pm − P

)
.

对 L({pm} ;λ) 关于 pm > 0求极小可得到问题 (3.6) 的解为

pm(λ) = max

{
1

λ
− ηm

αm
, 0

}
, m ∈ M, (3.7)

其中 λ 应满足
∑

m∈M pm(λ) = P. 借助于拉格朗日乘子, 公式 (3.7) 清晰地刻画了问题 (3.6) 解的结

构, 即功率分配应当像注水 [38] 一样, 最优的功率分配应当使得所有分到功率的用户的功率 pm 与其

噪声信道增益比 ηm/αm 之和在同一水平 1/λ 上. 图 2 给出了解 (3.7) 的直观含义, 其中红色表示分

配在不同载波上的功率, “水平”为 1. 关于上述问题 (3.6) 在每个载波功率约束情况下的闭式解, 请参

见 [180]; 关于 C-RAN 框架下最优无线回程 (Backhaul) 分配问题解的结构刻画以及 “非线性” 注水

算法, 请参见 [98].

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
0

0.5

1

1.5

2

2.5
10-6

图 2 注水算法示意图.

下行单波信道波束成形设计和上下行对偶理论: 考虑单波信道波束成形设计问题 (3.3). 不失一般性,
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我们假设 σk = σ,即每个用户的噪声功率相等.容易验证, 它的拉格朗日对偶问题为 [181]

max
{λk}

∑
k∈K

λkσ
2

s.t. I +
∑
j∈K

λjhjh
†
j ≽

(
1 +

1

γk

)
λkhkh

†
k, k ∈ K,

(3.8)

其中 λk 是对应于第 k 个 SINR约束的对偶变量.考虑如下上行联合功率和波束成形设计问题:

min
{ŵk,ρk}

∑
k∈K

ρk

s.t.
ρk|h†

kŵk|2

σ2∥ŵk∥2 +
∑

j ̸=k ρj |h
†
jŵk|2

> γk, k ∈ K,
(3.9)

其中 ρk 为上行用户 k 的发射功率, ŵk 为接收端为接收上行用户 k 的发射信号所使用的接收波束成

形向量.容易验证上述问题 (3.9)关于 ŵk 是可分的, 且最优解为线性均方差极小化 (Linear Minimum

Mean Squared Error, LMMSE)接收向量:

ŵk =

(
σ2I+

∑
j∈K

ρjhjh
†
j

)−1

hk, k ∈ K. (3.10)

将上述最优解带入问题 (3.9) 可进一步证明问题 (3.9) 等价于

min
{ρk}

∑
k∈K

ρk

s.t.

(
1 +

1

γk

)
ρkh

†
k

(
σ2I+

∑
j∈K

ρjhjh
†
j

)−1

hk > 1, k ∈ K.

(3.11)

注意到下行问题的最优解总是使得所有的 SINR 取等式. 利用这一事实可以证明问题 (3.8) 和问题

(3.11) 等价. 所以,下行问题 (3.3) 和上行问题 (3.9)等价.

从理论上来讲非常有意思的是, 上行问题 (3.9) 的最优功率 ρ∗k 等于下行问题 (3.3) 第 k 个 SINR

约束对应的最优对偶变量 λ∗
k 乘以第 k 个用户的噪声功率 σ2,即 ρ∗k = λ∗

kσ
2, k ∈ K.从算法的角度,和

下行问题 (3.3) 相比, 上行问题 (3.9) 更加容易求解, 所以可以利用上下行对偶理论设计算法求解下行

问题. 特别地, 在上行问题 (3.9) 中, 变量 ŵk 关于 SINR 约束是可分的, 并且有显式解 (3.10); 但下行

问题 (3.3) 中变量 wk 关于所有 SINR 约束耦合在一起, 不易求解. 为方便叙述, 上面我们假设了每个

用户的噪声功率相等.事实上,上述结论可推广到噪声功率不等的情况下 [7].

利用上下行对偶理论设计有效算法求解下行问题的文献包括 [36, 48, 130, 155]; 文献 [181] 从凸

优化的角度将上下行对偶理论统一到拉格朗日对偶框架下, 并进一步将上述结果推广到每根天线都

有功率约束的情况; [19] 将上述上下行对偶理论推广到带有自干扰的全双工 (Full Duplex) 通信情况;

[87] 进一步将上下行对偶结果推广到带有 (压缩) 中继的框架下, 并设计了有效的算法能够求得问题

的全局最优解 [47]. 注意到在带有中继的框架下, 系统有两跳, 第一跳是从基站到中继, 第二跳是从中

继到用户; 但是现有的上下行对偶结果都只考虑一跳,即从基站直接到用户这一跳.

11
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动态谱管理 (Dynamic Spetrum Management) 问题的零间隙对偶理论: 考虑如下多载波 SISO

干扰信道中的动态谱管理问题:

max
{pm

k }
U(R1, R2, . . . , RK)

s.t.
∑
m∈M

pmk 6 p̄k, k ∈ K,

pmk > 0, k ∈ K, m ∈ M,

(3.12)

其中 U(·) 为一适当选择的效用函数, Rk 的表达式见 (2.5). 问题 (3.12) 的对偶问题为

min
{λk}

d ({λk})

s.t. λk > 0, k ∈ K,

(3.13)

其中

d ({λk}) = max
{pm

k >0}

{
U(R1, R2, . . . , RK)−

∑
k∈K

λk

(∑
m∈M

pmk − p̄k

)}
.

用 p∗M 和 d∗M 分别表示原始问题 (3.12)和对偶问题 (3.13)的最优值.从弱对偶定理可知 d∗M −p∗M > 0.

一般情况下当原问题非凸时, 存在严格对偶间隙, 即 d∗M − p∗M > 0. 事实上, 问题 (3.12) 是 NP-难的

[108].

当载波数 M 趋于无穷大时,文献 [182] 观察到一个有趣的现象,当目标函数取为和速率时上述问

题的对偶间隙趋于零. 文献 [182] 进一步给出了这一现象的工程解释: 当载波数目趋于无穷时, 动态谱

管理问题 (3.12) 满足所谓的时分 (Time-Sharing) 性质; 此时多个用户可以时分复用 (Time-Division

Multiplexing) “几乎相同”的载波, 此时用户的速率区域为凸的. 文献 [108] 进一步利用 Lyapunov 定

理严格证明, 当问题 (3.12) 中的目标函数关于所有 Rk 联合凹且对每一个 Rk 单调递增, 则上述零对

偶结论成立. 关于动态谱管理问题取各种不同效用函数的复杂性分析结果, 请参见 [108]; 文献 [89]

中进一步回答了一个 [108] 中遗留的动态谱管理问题复杂性分析的公开问题. 关于动态谱管理问题

(3.12) 的其他算法设计与分析,请参阅文献 [17, 106,179,182].

3.3 半正定松弛

本节中, 我们给出半正定松弛 [152] 技巧应用于求解两类特殊非凸二次约束二次优化资源分配问

题的例子.

MIMO 检测 (Detection): MIMO 检测问题是现代数字通信中的基本问题之一 [175]. 数学上,

MIMO 信道的输入输出关系可表示为

r = Hx∗ + v,

其中 r ∈ Cm 为接收端接收到的向量; H ∈ Cm×n 为信道矩阵; x∗ ∈ Cn 表示传输的真实信号向量;

v ∈ Cm 为加性噪声. 这里, m 和 n 分别为接收端和发送端的天线个数. 如果使用 M -PSK (M-Ary

Phase Shift Keying) 的调制 (Modulation) 方式, 那么 x∗ 的每一个分量 x∗
i 应属于一个有限集合, 即

12
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x∗
i ∈

{
eiθ | θ = 2jπ/M, j = 0, 1, . . . ,M − 1

}
, i = 1, 2, . . . , n, 其中 i 为虚部单位. 假设信道信息 H 已

知, MIMO 检测问题希望基于收到的信号 r 恢复传输的信号 x∗. 数学上, MIMO 检测问题可建模为

min
x∈Cn

∥Hx− r∥2

s.t. |xi|2 = 1, arg (xi) ∈ A, i = 1, 2, . . . , n,
(3.14)

其中 arg (·) 表示复数的幅角, A = {0, 2π/M, . . . , 2(M − 1)π/M} .

基于半正定松弛的方法是求解问题 (3.14) 最有效的方法之一. 此方法的基本思想是将问题

(3.14) 先松弛为一个 (复或者实的) 半正定松弛, 然后通过圆整的方法得到原问题的一个可行解. 特别

地, 问题 (3.14) 的传统复半正定松弛是

min
x,X

Trace(QX) + 2Re(c†x)

s.t. Xii = 1, i = 1, 2, . . . , n,

X ≽ xx†,

(3.15)

其中 Q = H†H, c = −H†r. 由于其对角特殊结构, 内点算法可在 O (n3.5) 时间内求得 (3.15) 的最优

解 [75]. 数值实验表明, 与球解码 (Sphere Decoding) 算法 [50, 156] 相比, 基于半正定松弛的方法在误

码率 (Symbol Error Rate, SER) 性能和时间复杂性做到了非常好的权衡 [75].

学者们广泛关注的另一个问题是关于问题 (3.14) 的半正定松弛在什么条件下是紧的, 即什么条

件下半正定松弛可以求到原问题的最优解. 关于 M = 2 时半正定松弛紧性的相关结果, 请参见文献

[67, 68, 75, 76, 144]. 最近, 文献 [101] 利用幅角信息, 在传统的半正定松弛基础上添加了有效幅角割

[99, 100], 提出了一个新的半正定松弛, 并在 M > 2 的情况下给出了保证该半正定松弛为紧的的充分

条件:

λmin

(
H†H

)
sin

π

M
> ∥H†v∥∞.

上述条件中, λmin

(
H†H

)
表征了信道的好坏; sin

π

M
刻画了 PSK 调制阶数 M 对问题难度的影响;

∥H†v∥∞ 刻画了噪声的影响. 简而言之, 调制的阶数越大、信道越差、噪声 (对信道矩阵列空间影

响) 越大, 上述条件越难满足. 更多关于 M > 2 时, 相关半正定松弛何时是紧的以及 MIMO 检测

问题可以精确求解的最新结果可参见 [72, 83, 101]. 关于 MIMO 检测问题的其他有效算法, 请参见

[14, 69,83,102,104,120,194].

下行多波MISO 信道波束成形: 下行多波 MISO 信道波束成形设计问题希望极小化系统总传输功

率, 同时满足所有用户的 SINR约束.数学上,此问题可建模为

min
w

∥w∥2

s.t.
|h†

kw|2

σ2
k

> γk, k ∈ K.

(3.16)

13
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不难得到问题 (3.16) 的半正定松弛为

min
W

Trace(W)

s.t. Trace(HkW) > γkσ
2
k, k ∈ K,

W ≽ 0,

(3.17)

其中 Hk = hkh
†
k ∈ CN×N , W = ww† ∈ CN×N .

当用户数 K 6 4 时, 半正定松弛 (3.17) 有秩一解 [3], 此时半正定松弛 (3.17) 对于原问题 (3.16)

是紧的. 因为问题 (3.16) 是 NP-难的 [143], 所以半正定松弛 (3.17) 对于原问题 (3.16) 一般来讲不是

紧的. 文献 [143] 首次提出利用高斯随机化的技巧得到原问题的一个可行解: 首先利用高斯随机化技

巧在半正定松弛解的基础上产生一些备选点, 然后对这些备选点做适当的尺度 (Scale) 变换使其满足

所有的约束, 最后从这些可行点中找出原问题目标函数最小的点. 特别地, 对于任意解 w, 如下解 ŵ

满足所有的约束:

ŵ =

√
γkσkw

min
{∣∣∣h†

1w
∣∣∣ , ∣∣∣h†

2w
∣∣∣ , . . . , ∣∣∣h†

Kw
∣∣∣} .

通过上述的尺度变换得到问题 (3.16) 的可行解充分利用了其约束的特性, 即约束中没有线性项. 因

此, 在半正定松弛解的基础上得到一个可行解的复杂度非常低, 与求解半正定松弛 (3.17) 相比, 其计

算复杂度可以忽略. 所以, 半正定松弛加高斯随机化技巧求解单组多波波束成形设计问题 (3.16) 的计

算复杂度是多项式的. 当问题的规模, 即用户的个数比较小时, 上述方法可以得到质量很好的解. 文献

[107, 143] 从理论上分析了半正定松弛算法的性能, 证明其性能随着用户数 K 的增加线性衰减. 关于

求解单组多波波束成形设计问题 (3.16) 的其他算法, 请参见 [59, 100, 150]. 特别地, [100] 中给出了现

有的关于问题 (3.16) 的几个有效算法的数值比较.

当前关于单组多波波束成形设计问题 (3.16) 的相关延伸和推广主要包括如下两个方面. 第一, 对

于单组多波波束成形设计问题 (3.16) 发展新的物理层 (Physical Layer) 传输策略是一个非常有意思

的研究方向. 特别地, 文献 [127, 163, 169, 170] 独立提出了一个基于阿拉穆蒂 (Alamouti) 的编码技术,

这一编码技术数学上可以看成是从问题 (3.16) 的秩一传输技术推广到秩二传输. 文献 [169] 证明, 相

比于秩一的半正定松弛, 秩二半正定松弛的性能随着用户数的增加成平方根衰减; 第二, 单组多波波

束成形设计问题 (3.16) 可以推广到多组多波波束成形设计问题, 即系统中的用户根据需要的信息可

以分为多组, 基站给每个组内的用户发送相同的信息, 不同组的用户发送不同的信息. 关于这方面的

工作, 可参见 [12, 21,35,73].

3.4 交替最优化方法

本节中, 我们举例阐述交替最优化方法 [167] 结合问题特殊结构在求解最优资源分配问题中的应

用.

MIMO 干扰信道最小 SINR 最大化: 考虑 MIMO 干扰信道中的最小 SINR 最大化 (等价于最小速

14
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率最大化) 问题:

max
{u,v}

min
k∈K

{SINRk(uk,v)}

s.t. ∥uk∥2 = 1, ∥vk∥2 6 p̄k, k ∈ K,

(3.18)

其中 SINRk(uk,v)由 (2.1)给出.注意到第 k 个用户的 SINR表达式 (2.1)不依赖于 {uj}j ̸=k ,所以我

们用 SINRk(uk,v)表示第 k 个用户的 SINR. 文献 [93]将问题 (3.18)的变量分为两块,即接收端波束

成形向量 u 和传输端波束成形向量 (包含功率分配) v, 进而交替地优化 u 和 v. 特别地, 当变量 v 固

定时, 问题 (3.18) 关于变量 u 有显式解, 即线性方差极小化 (LMMSE) 接收向量; 当变量 u 固定时,

问题 (3.18) 关于变量 v 的问题为 MISO 干扰信道中最小 SINR 最大化问题, 可在多项式时间内求解

[91, 164].

一般情况下, 即使每个子问题都精确求解, 我们仍然不能保证交替最优化算法的收敛性 [123]. 目

标函数非光滑部分以及约束中变量的可分性对于交替最优化算法的收敛性非常重要. 容易构造反例

证明, 当目标函数非光滑部分或者约束中的变量不可分时, 交替最优化算法产生的点列可能收敛到一

个无意义的点 [65].尽管问题 (3.18) 的目标函数是非光滑的且目标函数中变量 u 和 v 耦合在一起, 文

献 [93] 利用变量 uk 只出现在 SINRk 中的特殊结构证明了上述交替最优化算法产生的点列收敛到问

题 (3.18) 的稳定点. 为了进一步提高上述算法的计算有效性, [94] 提出了一个非精确的交替最优化方

法求解问题 (3.18), 其每次迭代非精确地求解关于变量 v 的优化问题. 更多的关于交替最优化方法求

解传输接收波束成形设计和功率控制的工作, 请参见 [18, 19, 36,78,96,122,139,147].

MIMO干扰信道和速率最大化: 考虑MIMO 干扰信道中的和速率最大化问题:

max
{uk,vk}

∑
k∈K

Rk(uk, {vk})

s.t. ∥vk∥2 6 p̄k, k ∈ K,

(3.19)

其中

Rk(uk, {vk}) = log2

1 +
|u†

kHkkvk|2

σ2
k∥uk∥2 +

∑
j ̸=k

|u†
kHkjvj |2

 , k ∈ K.

令

ek =
∣∣∣1− u†

kHkkvk

∣∣∣2 + u†
k

(∑
j ̸=k

Hkjvjv
†
jH

†
kj + σ2

kI

)
uk, k ∈ K.

上述定义的 ek 实际为用户 k 对应的均方差 (MSE).容易验证:

max
uk

Rk(uk, {vk}) = max
uk

log2
(
e−1
k

)
, k ∈ K.

上述问题的最优解为 LMMSE接收向量.进一步,引入辅助变量 wk,可证原问题 (3.19)等价于如下问

题:

min
{uk,vk,wk}

∑
k∈K

(wkek − ln(wk))

s.t. ∥vk∥2 6 p̄k, k ∈ K.

(3.20)
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尽管原问题 (3.19)关于变量 vk 是高度非线性的,其等价问题 (3.20)关于每一个变量的优化问题都是

“简单” 问题. 特别地, 问题 (3.20) 关于变量 {wk} 有显式解 wk = 1/ek; 问题 (3.20) 关于 {uk} 有显式

解 (LMMSE); 问题 (3.20) 关于 {vk} 为带有球约束的凸二次规划, 也非常容易求解. 求解问题 (3.19)

的 WMMSE 算法 [34, 129,140] 基于上述观察, 交替地优化每一组变量, 所以 WMMSE 算法本质上是

一个交替最优化方法, 其巧妙之处在于利用原问题 (3.19) 的特殊结构, 将其升维为一个更高维空间中

的非线性程度较低的等价优化问题 (3.20).

上面我们以 MIMO 干扰信道中的和速率最大化问题为例简要介绍了 WMMSE 算法. 实际上,

WMMSE算法可以用来求解 MIMO 干扰广播信道中更一般效用函数的最大化问题 [140].进一步, 文

献 [63] 证明了 WMMSE 算法实际上为一种特殊的连续凸逼近算法, 其中的辅助变量 {wk} 是凸逼近

过程中对应的系数. 关于 WMMSE 算法进一步的推广和应用, 可参见 [40, 66, 81, 126]; 关于交替最优

化方法的综述文章及其在各个领域中的应用, 请参见 [8, 65,167].

3.5 稀疏优化

本节中, 我们举例说明稀疏优化 [195] 技巧在最优资源分配问题的模型建立和算法设计方面的应

用.

MIMO 干扰信道基站部分合作: 考虑多用户干扰信道, 如图 1 所示: 第一种 (极端) 情况是各个基站

之间服务用户的信息独立, 即第 k 个基站服务第 k 个用户, 所有的基站合作设计各自的波束成形向量

(见问题 (3.19)); 第二种 (极端) 情况是所有基站完全共享所有用户的信息, 这样所有的基站可以看成

是一个大的虚拟基站 (见问题 (3.3)). 在上述第一种情况中, 基站不需要共享用户的信息, 其优点在于

基站与基站之间的通信负载很低, 其缺点在于整个系统的传输性能可能很差; 在上述第二种情况下,

所有基站共享所有用户的信息, 所有基站完全合作, 所以可以被看成一个虚拟的大基站, 其优点在于

整个系统的传输性能会比第一种好很多, 其缺点在于, 当系统中的基站数量较多时基站之间的通信负

载过高.

在异构网络 (Heterogeneous Network) 中, 存在大量的微型 (Micro/Pico) 基站, 对于某一个用户,

这些基站中的一部分可以合作形成一个虚拟基站服务该用户, 这种方式介于上述两种极端之间, 称为

部分合作 (Partial Cooperation) 或者自适应合作 (Adaptive Cooperation) [117, 180, 189]. 特别地, 文

献 [66] 首先假设所有的基站完全合作, 然后在此基础上强迫其波束成形向量中的某些块为零, 形成部

分合作. 数学上, 假设 wk = [wT
k1,w

T
k2, . . . ,w

T
kK ]T ∈ CN×1 为所有基站对第 k 个用户使用的波束成形

向量, 其中第 j 块 wkj = 0 等价于第 j 个基站没有参与第 k 个用户的传输, 所以我们希望向量 wk 是

块稀疏的. 数学上诱导块稀疏的一种有效的方法是添加正则项 ∥wkj∥2 [184]. 基于上述观察, 文献 [66]

利用稀疏优化的思想建立了 MIMO干扰信道基站部分合作波束成形设计问题的稀疏优化模型:

max
{uk,wk}

∑
k∈K

Rk(uk, {wk})− λ
∑
k

∑
j

∥wkj∥2

s.t.
∑
k∈K

∥wkj∥2 6 p̄j , j ∈ K,
(3.21)
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其中,

Rk(uk, {wk}) = log2

1 +
|u†

kHkwk|2

σ2
k∥uk∥2 +

∑
j ̸=k

|u†
kHkwj |2

 , k ∈ K,

Hk = [Hk1,Hk2, . . . ,HkK ] , k ∈ K, λ > 0 为控制稀疏度的正则化参数, 即基站的合作程度,∑
k∈K ∥wkj∥2 6 p̄j 为第 j 个基站的传输功率约束, j ∈ K. 文献 [66] 进一步发展了 S-WMMSE 算法

求解问题 (3.21).关于基站部分合作的更多工作,请参见 [16, 32, 40,46,74,135,142,149].

SISO 干扰信道联合功率/接入控制: 考虑多用户 SISO 干扰信道中的联合功率/接入控制问题, 即

当问题 (3.1) 不可行时, 如何从用户集合 K 中选出尽可能多的用户, 使得系统能够同时支持这些

用户 (系统支持一个用户指相应用户的 SINR 大于或等于其 SINR 目标), 同时最小化总传输功率.

为了叙述方便, 我们引入归一化信道: 用 q = (q1, q2, ..., qK)
T
表示归一化以后的功率分配向量; 用

c = (c1, c2, ..., cK)
T
表示归一化后的噪声向量, 其中

ck =
γkηk
gkkp̄k

> 0, k ∈ K;

用 A ∈ RK×K 表示归一化以后的信道矩阵,其中 A的第 (k, j) 个元素为

akj =


1, 如果 k = j;

−γkgkj p̄j
gkkp̄k

, 如果 k ̸= j.

|akj | 可以看作归一化以后的信道增益. 矩阵 A 的对角元素都是 1, 非对角元素都是非正的, 这一结构

特征对于设计算法求解联合功率/接入控制问题非常重要. 基于归一化信道和矩阵 A 的特殊结构, 文

献 [92]证明了联合功率/接入控制问题等价于如下稀疏优化问题:

min
{q}

∥Aq− c∥0 + α p̄Tq

s.t. 0 6 q 6 e,

(3.22)

其中参数 α 满足 0 < α < α1 , 1/p̄Te. 文献 [92] 进一步证明: 问题 (3.22) 的最优解 q∗ 一定满足

c−Aq∗ 6 0, 且 (c−Aq∗)k = 0 当且仅当第 k 个用户的 SINR 等于其 SINR 目标 γk. 文献 [92] 提出

用 ℓ1 凸模型逼近 ℓ0 模型 (3.22), 并发展了一个有效的用户逐步删除算法求解联合功率/接入控制问

题. 文献 [95]提出用如下 ℓq (0 < q < 1) 非凸模型逼近 ℓ0 模型 (3.22):

min
{x,q}

∥Aq− c∥qq + α p̄Tq

s.t. 0 6 q 6 e.

(3.23)

文献 [95] 推广了 [53, 70, 177] 中的算法, 发展了一个多项式时间的势函数下降算法能够求到非凸逼

近模型 (3.23) 的稳定点, 进而发展了一个基于非凸逼近的用户逐步删除算法求解联合功率/接入控

制问题. 数值实验表明基于非凸模型的算法性能确实好于基于凸模型的算法性能. 文献 [95] 也证明

只要参数 q 选取的充分小, 那么 ℓq 逼近模型 (3.23) 具有精确恢复性质, 即 ℓq 模型 (3.23) 与 ℓ0 模型
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(3.22) 有相同的最优解, 同时举例说明凸 ℓ1 逼近模型不具有精确恢复性质. 关于 SISO 干扰信道联

合功率/接入控制的其他算法, 请参见 [4, 44, 45, 116]; 关于联合波束成形和接入控制的工作, 请参见

[112,113,141,157];关于形如 (3.23) 非凸非光滑问题的理论分析和算法设计,请参见 [97].

值得一提的是, 这种实际应用中的不可行问题也驱动了相关优化理论与方法的发展. 关于这方面

的进展, 请参见 [15, 41, 148]. 其中, [41] 考虑了一般形式的锥规划问题, 试图在不可行程度最小的点中

寻找一个使得目标函数最优的点.此节考虑的问题正是这种一般问题的特殊情况.

活跃用户检测 (User Activity Detection): 海量机器类通信的最大挑战在于基站能从大量潜在连

接的用户中快速准确地确定出活跃的用户, 然后忽略非活跃的用户, 只对活跃的用户进行数据收发,

这样可以节省大量的系统控制开销 [27, 85]. 此问题的数学模型为

Y =
K∑

k=1

αksk
√
gkh

T
k + Z, (3.24)

其中 Y ∈ CL×N 为基站收到的观测信号; αk 表示第 k 个用户是否活跃, αk = 1 表示第 k 个用户活跃,

αk = 0表示第 k个用户不活跃; sk ∈ CL 为第 k个用户的导频序列,每个用户的导频序列不同,但两两

不一定正交;
√
gkhk ∈ CN×1 表示基站和第 k 个用户间的信道向量, gk 代表大尺度衰落 (Large-Scale

Fading), hk 代表瑞利衰落 (Rayleigh Fading), 服从标准正态分布; Z ∈ CL×N 为高斯噪声矩阵, 每个

分量均值为零, 方差为 σ2.在上述问题中, K 为所有用户个数, L为导频序列的长度, N 为基站端天线

的个数. 活跃用户检测问题希望基于观测信号 Y 和导频序列矩阵 S = [s1, . . . , sK ] ∈ CL×K 快速且准

确检测出活跃的用户, 即哪些用户对应的 αk = 1 哪些用户对应的 αk = 0. 在上述问题中, 总用户数

K 一般较大,但在每个时刻活跃用户的个数相对于K 较小.

利用向量 [α1, . . . , αK ]
T
的稀疏性,文献 [30,88,131]将上述活跃用户检测问题建模为基于压缩感

知的行稀疏优化问题, 提出利用近似信息传递 (Approximate Message Passing, AMP) 算法求解上述

模型, 并分析了算法的理论检测性能. 求解上述模型可以同时检测出活跃的用户并恢复出活跃用户的

信道信息.活跃用户检测问题的另一种建模方式是将
{
γk , gkαk

}
看成确定的未知参数,利用信道和

噪声的统计特性将相关问题看作参数估计问题 [62].具体地,因为 {hk}和噪声 Z都服从正态分布,那

么 Y 的第 n 列 yn ∈ CL×1 服从 yn ∼ CN
(
0,SΓS† + σ2

wI
)
. 进而估计参数 γ 的最大似然估计模型可

以等价写为

min
γ

log
∣∣SΓS† + σ2

wI
∣∣+Trace

((
SΓS† + σ2

wI
)−1

Σ̂
)

s. t. γ > 0,
(3.25)

其中 Σ̂ = YY†/N 为采样协方差矩阵, Γ = Diag{γ} ∈ RK×K , γ = [γ1, . . . , γK ]T ∈ RK×1. 由于上

述模型仅仅依赖于观测矩阵 Y 的采样协方差矩阵, 因此又被称为基于协方差矩阵的模型. 数值实

验和理论分析都表明基于协方差矩阵模型的检测效果好于基于压缩感知稀疏优化模型的检测效果

[29, 49]. 特别地, 文献 [29] 刻画了基于协方差矩阵模型 (3.25) 的解的渐进一致性和估计误差分布, 并

证明当天线数 N 趋于无穷时基于协方差矩阵的模型 (3.25) 可以无误地检测 O(L2) 个活跃用户.

现有求解问题 (3.25) 的算法包括坐标下降算法 [28, 62, 71], 期望最小化 (Expectation Minimiza-

tion) 算法 [165] 以及 SPICE 算法 [176], 坐标下降算法在这三类方法中求解效率最高. 坐标下降算法
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利用问题的特殊结构每次只更新一个变量 (固定其他变量), 每次更新都有闭式解, 因此计算量很小.

文献 [158] 中利用问题真解的稀疏性设计了积极集算法求解问题 (3.25). 积极集算法的基本思想是每

次迭代挑选出所有用户的一个子集 (称为积极集), 然后求解定义在积极集上的小规模问题. 由于问题

真解的稀疏性, 如果每次积极集选取的恰当, 那么定义在积极集上优化问题的维数相比于原问题的维

数将会小很多, 从而极大地提高计算效率. 数值实验表明积极集算法的计算效率高于没有利用问题真

解稀疏性的坐标下降算法 [158]. 关于活跃用户检测问题的最新进展, 例如用户和数据联合检测、测

量不完全同步、多小区协作检测等,请参见 [31, 52,80,86,133,159–161].

3.6 分式规划

本节中, 我们阐述分式规划 [146] 技巧在能效模型的求解以及最优资源分配模型的简化方面的应

用.

SISO 干扰信道能效极大化: 近年来, “能效” 作为绿色通信的重要指标受到广泛关注. 这里, 能效是

指单位功率支持的传输速率.多用户 SISO干扰信道中的能效极大化问题可以建模为:

max
{pk}

∑
k∈K

log2

(
1 +

gkkpk∑
j ̸=k gkjpj + ηk

)
∑
k∈K

pk + Pc,k

s.t. 0 6 pk 6 p̄k, k ∈ K.

(3.26)

上述目标函数表示整个系统的总能效, 其中分子和分母分别表示总传输速率及总发射功率. 能效这

一指标具有分式形式, 因此, 分式规划技巧在能效模型的求解中发挥着重要作用. 下面我们考虑问题

(3.26) 的求解.

经典的分式规划算法, 如 Dinkelbach 算法 [43], Charnes-Copper 算法 [20, 128] 均要求分子是非

负凹函数, 分母是恒正凸函数, 而问题 (3.26) 的分子关于变量 {pk} 是非凹的. 一种经典的做法是利用

序列分式规划技巧, 即通过求解一系列简单的凹-凸分式问题, 逐步逼近得到原问题的稳定点. 这种方

法实际上是将凸逼近思想 [111] 和分式规划技巧结合起来. 具体地说, 这是一个双层迭代算法. 外层迭

代基于当前迭代点 {ptk} 更新分子的下界 g(p,pt), 内层迭代利用 Dinkelbach 算法求解当前的凹-凸

问题. 这里, g(p,pt) 是速率函数在当前点的凹近似 [111]. 对于上述 SISO 能效模型 (3.26), 类似文献

[121]中的做法, 我们可以选取

g(p,pt) =
∑
k∈K

(
atk log2

(
gkkpk∑

j ̸=k gkjpj + ηk

)
+ btk

)
,

其中, atk =
SINRt

k

1 + SINRt
k

, btk = log2(1 + SINRt
k)−

SINRt
k

1 + SINRt
k

log2(SINRt
k), SINRt

k 为用户 k 在第 t 次

迭代的 SINR 值. 再对 {pk} 进行变量代换 pk = ep̃k , 可以得到相应的凹-凸模型.

利用序列分式规划技巧求解能效模型的文献还包括 [118, 154, 188]. 其中, 文献 [154, 188] 将上述

结果分别推广到多载波 SISO 干扰信道以及 MIMO 中继 (Relay) 干扰信道中. [118] 利用序列分式
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规划技巧求解多用户 MIMO 系统的能效模型. 利用分式规划技巧求解能效模型的更多文献, 请参见

[11, 54],利用分式规划技巧求解能效模型的综述文章, 请参见 [187].

SISO干扰信道上行用户调度 (User Scheduling)与功率分配: 信干噪比和传输速率是衡量无线通

信性能的重要指标. 信干噪比, 如 (2.1)(2.3)(2.4), 天然具有分式形式, 而速率函数 (2.2) 是对数函数与

分式函数的复合. 这种复杂的函数形式使得相应的无线通信问题, 特别是和速率极大化问题很难求

解. 针对此类问题的特殊结构, 文献 [136, 137] 提出了二次变换和拉格朗日对偶变换, 不仅大大提升了

此类问题的求解效率和质量,也为分式规划理论注入了新鲜血液.

下面我们以 SISO 信道中上行用户调度与功率分配问题为例, 阐述二次变换和拉格朗日对偶变

换的有效性. 考虑蜂窝网络 (Cellular Network), 每个基站与和它关联的用户构成一个小区 (Cell). 在

SISO 系统中每个基站只有一根天线, 因此即使一个小区中有多个用户, 在每个时隙 (Time Slot) 也只

能有一个用户向基站发送数据. 如何选取工作的用户, 以及为这些用户分配多少功率是我们要解决的

问题. 在数学上,这一问题可以被建模为

max
{p,s}

∑
i∈B

ln

(
1 +

gisipsi∑
j ̸=i gisjpsj + ηi

)
s.t. 0 6 pk 6 p̄k, k ∈ K,

si ∈ Ki ∪ {∅},

(3.27)

其中, B 是所有小区的集合, Ki 是第 i 个小区中用户的集合, s 是调度变量, si = k 指在第 i 个小区中

用户 k 给基站 i 传送数据, 而 si = ∅ 指第 i 个小区中没有用户传输数据. 这里我们用 ln(·) 函数代替

log2(·) 函数, 不影响问题的最优解. 上述问题是一个复杂的离散优化问题, 不仅目标函数是非凸的, 且

离散的调度变量 {sj} 交织在一起, 这给问题的求解带来了很大的困难. 文献 [137] 考虑利用二次变换

和拉格朗日对偶变换对上述模型进行简化. 首先, 利用拉格朗日对偶变换 [137], 我们可以将分式函数

从对数函数中分离出来,得到如下等价问题

max
{p,s,γ}

∑
i∈B

(
ln(1 + γi)− γi +

(1 + γi)gisipsi∑
j∈B gisjpsj + ηi

)
s.t. 0 6 pk 6 p̄k, k ∈ K,

si ∈ Ki ∪ {∅}.

(3.28)

进一步应用二次变换 [136],我们可以将上述目标函数中分式部分的分子与分母分离开来,得到

max
{p,s,γ,y}

∑
i∈B

(
ln(1 + γi)− γi − y2i ηi + 2yi

√
(1 + γi)gisipsi −

∑
j∈B

y2j gj,sipsi

)
s.t. 0 6 pk 6 p̄k, k ∈ K,

si ∈ Ki ∪ {∅}.

(3.29)

容易看出,当 (s,p)固定时,问题 (3.28)关于 γ 有显式解.当 (s,p)和 γ 固定时,问题 (3.29)关于 y 有

显式解. 当 γ 和 y 固定时, si 只出现在目标函数的第 i 项中, 与 {sj}j ̸=i 无关. 因此, (s,p) 也容易确
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定. 求解问题 (3.27) 的分式规划算法 [137] 基于如上观察, 交替优化每一组变量进行求解. 此外, 文献

[138] 证明了上述交替更新变量的方法本质上是一种 MM (Minorization-Maximization) 算法, 并将二

次变换和拉格朗日对偶变换推广到矩阵情形.

目前正被广泛研究的混合波束成形 (Hybrid Beamforming)模型 [6,79]及智能反射面 (Intelligent

Reflecting Surface) 模型 [168, 173] 均含有变量的乘积项. 这种复杂的结构给问题的求解带来了更大

的挑战. 二次变换和拉格朗日对偶变换可对此类复杂的模型进行简化, 关于这方面的研究请参见

[60, 77, 110]. 新的通信技术和设备也会产生更多的带有特殊结构的优化问题, 如通信感知一体化中的

波束成形设计问题 [82], 带有一比特或离散恒包络约束的波束成形设计问题 [171, 172] 等. 这些优化

问题也会驱动更多的优化方法的研究.

3.7 整数规划

本节中,我们给出线性整数规划 [37]技巧在网络切片 (Network Slicing)问题的模型建立的应用.

网络切片问题: 考虑网络切片问题, 该问题试图将多个虚拟网络请求, 称为功能服务链 (Service

Function Chain, SFC), 映射到共享的物理网络. 物理网络可表示为 G = (I,L), 其中, I 和 L 分别为

网络中节点的集合和边的集合. 借助网络虚拟化技术 (Network Function Virtualization), 我们可在

网络中的一些节点 (V ⊆ I) 提供了必要的功能处理, 如防火墙、负载均衡器、深层报文检测等 [114].

称能提供功能处理的节点为功能节点. 图 3 给出了物理网络的一个简单例子, 其中蓝色节点 (C 和 E)

表示功能节点. 每一条功能服务链 k ∈ K 是从初始节点 S(k) ∈ I 到目的节点 D(k) ∈ I 的数据流, 该

数据流要求有序处理特定的功能单元 fk
1 → fk

2 → · · · → fk
ℓk

(其中 ℓk ∈ Z+) [115, 193]. 图 4 给出了一

条要求有序处理功能单元 fk
1 → fk

2 的功能服务链. 将功能服务链 k 映射到物理网络 G 要求 (i) 将每

个功能单元 fk
s 映射到物理网络中特定的功能节点 vks ∈ V (s ∈ F(k) := {1, . . . , ℓk}); (ii) 将虚拟边

(fk
s , f

k
s+1) 映射到物理网络中从节点 vks 到节点 vks+1 的网络流, 记为 (k, s). 注意, 这里为了符号的方

便,我们假设 fk
0 和 fk

ℓk
是虚拟的功能单元且 vk0 = S(k)和 vkℓk = D(k).如何通过合理地分配网络资源

(功能节点的计算能力、边的带宽等) 将所有的功能服务链同时映射到共享的物理网络 G 是一个十分

重要的研究问题.下面我们介绍该问题的数学规划模型.

图 3 网络切片问题物理网络示意图.
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图 4 网络切片问题业务功能链示意图.

我们引入 0-1 变量 xv,s(k) 表示功能单元 fk
s 是否由功能节点 v 处理. 我们要求每一个功能单元

只能由网络中的一个功能节点处理:∑
v∈V

xv,s(k) = 1, ∀ k ∈ K, ∀ s ∈ F(k). (3.30)

特别地, 如果功能节点 v 不能处理功能单元 fk
s , 我们可简单设置 xv,s(k) = 0. 令 λ(k) 表示数据流

k ∈ K 的流量. 设功能节点每处理一单位的数据流需要消耗 (标准化的) 一单位的计算能力. 我们要求

在节点 v 处理的数据流消耗的总计算能力不能超过 µv :∑
k∈K

∑
s∈F(k)

λ(k)xv,s(k) 6 µv, ∀ v ∈ V. (3.31)

令变量 rij(k, s) 表示网络流 (k, s) 在边 (i, j) 上的流量. 则流守恒约束可表示为:∑
j:(j,i)∈L

rji(k, s)−
∑

j:(i,j)∈L

rij(k, s) = λ(k) ∗ bi,s(k), ∀ i ∈ I, ∀ k ∈ K, ∀ s ∈ F(k) ∪ {0}, (3.32)

其中

bi,s(k) =



−1, 如果 s = 0 且 i = S(k);

xi,s+1(k), 如果 s = 0 且 i ∈ V;

xi,s+1(k)− xi,s(k), 如果 1 6 s < ℓk 且 i ∈ V;

−xi,s(k), 如果 s = ℓk 且 i ∈ V;

1, 如果 s = ℓk 且 i = D(k);

0, 其他.

我们要求在边 (i, j) 上的总流量不能超过其容量 Cij :∑
k∈K

∑
s∈F(k)

rij(k, s) 6 Cij , ∀ (i, j) ∈ L. (3.33)

基于上述变量和约束条件,文献 [190,191]将网络切片问题建模为

min
{x, r}

∑
(i,j)∈L

∑
k∈K

∑
s∈F(k)

rij(k, s)

s.t. (3.30)− (3.33),

xv,s(k) ∈ {0, 1}, ∀ v ∈ V, ∀ k ∈ K, ∀ s ∈ F(k),

rij(k, s) ∈ {0, 1}, ∀ (i, j) ∈ L, ∀ k ∈ K, ∀ s ∈ F(k),

(3.34)
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其中目标函数为最小化整个网络的流量. 特别地, 它可避免网络流 (k, s) 有圈. 关于网络切片问题的

其他目标函数, 参见文献 [24, 166]. 问题 (3.34) 是一个线性 (混合) 整数规划问题, 借助目前成熟的线

性整数规划求解器 (如 CPLEX [39], GUROBI [61]), 我们可得到其全局最优解. 然而, 问题 (3.34) 是

强 NP-难的 [190], 因而目前的算法大部分都是启发式算法, 如基于线性规划松弛的圆整启发式算法、

模拟退火算法、禁忌算法等.

在 5G 网络中, 功能服务链的端对端延迟控制非常重要 [2]. 特别地, 功能服务链的端对端延迟主

要包括两部分: (i) 功能单元在功能节点的计算延迟; (ii) 处理相邻两个功能单元的两个物理节点之间

的网络流的传播延迟. 实际应用中往往要求功能服务链的端对端延迟不超过给定的阈值 [153]. 文献

[24, 25, 124] 建立了考虑功能服务链的端对端延迟约束的网络切片问题的线性 (混合) 整数规划模型.

文献 [22] 设计了基于线性规划松弛的圆整和改进算法求解该问题. 关于网络切片问题的更多工作, 请

参见 [23, 26,42,115,153].

4 未来发展方向和展望

随着 5G 时代的到来和后 5G 预研的开始, 无线通信技术进入了新的快速发展阶段. 新技术新设

备的引入为通信的资源配置问题带来了新的挑战. 本章仅列举几个无线通信发展的重要方向以供读

者参考.

通信感知一体化: 通信与雷达感知被视为下一代无线网络的两种基本功能. 现有雷达与通信系统

的硬件架构、信道特性以及信号处理方法已经十分接近. 从技术角度看, 两者的一体化已成必然趋

势. 中国工程院在 2020 年底发布《全球工程前沿 2020》报告中将“无线通信与感知一体化技术”列

为信息电子领域工程开发前沿 Top 2. 华为在 2020 全球移动宽带论坛上提出了其对 5.5G 的三大愿

景, 其中之一即为 “融合感知通信”, 要求蜂窝网络既能提供通信能力, 也能提供感知能力. 通信感知

一体化是一个新的研究方向, 即在同一系统上实现通信与感知功能. 通信与感知任务通常具有不同

的性能指标, 例如通信的性能指标主要是误码率、传输速率, 而感知的性能指标主要是最小均方差、

检测概率等. 因此, 通信感知一体化中一个重要的问题就是两者的物理层性能优化. 一个典型例子是

通信感知一体化波束成形, 需要综合两者的性能指标建模并求解优化问题. 通信感知一体化中的另

一个重要问题是从信息论角度刻画两者之间的基本理论性能边界. IEEE 通信学会于 2021 年新成

立了一个新兴技术倡议委员会 (Emerging Technology Initiative), 其主题即为通信感知一体化, 详见

https://isac.committees.comsoc.org/.

数据驱动的未来通信网络: 未来通信网络中, 在数据驱动下融合机器学习和人工智能技术是一

个热门研究方向. 与以往基于模型的通信网络的研究相比, 该技术最大的特点在于去模型化 (Model

Free)、数据驱动 (Data Driven)和自适应性 (Adaptivity).无线系统设计所面临的一个基本挑战就是

在困难的条件下管理并且分配资源, 以满足流量需求. 传统的解决办法是基于领域知识和经验对系统

进行建模、分析和模拟, 从而制定出具有针对性的规则. 在当今的网络环境下, 流量呈现出多样化和

动态化的发展趋势, 并且网络和资源的架构都变得更加复杂, 因此该方法面临着越来越大的挑战. 未

来的网络必须具备自学习和自适应能力, 从而能满足用户设备、无线条件和各种应用生成的流量特

征所提出的需求. 机器学习特别是深度学习和强化学习技术可以通过对过去的行为模式、输出成果
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以及统一网络或者其它网络上的类似实体的行为进行学习, 使得网络的决策质量持续提高. 当前和未

来网络行为和性能因素比过去更加动态和不可预测. 随着网络运营与优化的焦点从网络性能转变为

用户体验, 传统的方法和工具已经无法跟上时代的发展脚步, 必须采用新的基于大数据分析的技术来

支持不同的网络使用模型. 如何从海量无线网络数据中分析网络行为以提高用户的体验以及提取有

价值的信息是一个非常值得研究的课题.

无线通信应用驱动的优化方法: 随着新技术 (如超大规模天线阵列技术等) 新设备 (如智能反射

面等) 的不断涌现, 无线通信系统优化设计中的问题也呈现出新的趋势. 第一, 问题的规模越来越大.

例如, 现有的基站只有几根天线, 而未来的超大规模天线阵列场景下的基站可能装有成百上千根天

线; 智能反射面中反射单元的个数也是成百上千. 又由于实时性的要求, 这给系统信号处理和优化带

来了不小的挑战. 第二, 问题呈现新的结构, 非线性程度越来越高. 例如, 带有智能反射面的波束成形

设计问题中具有最优化变量相乘的双线性项, 这一特殊结构与分式结构和对数变换做复合使得到问

题求解非常困难. 最后, 最优化问题的自变量呈现组合趋势, 即问题中离散变量越来越多, 很多问题最

后建模为带有整数和连续变量的混合整数非线性规划问题. 与本文中介绍的大多数连续优化问题相

比, 混合整数非线性规划问题求解起来更加困难更加具有挑战性, 混合整数非线性规划问题也是近年

来在国际上非常前沿和热门的优化问题. 总之, 一方面, 这些新的问题和挑战为优化的研究提供了新

的素材, 也必将驱动新的优化理论和高效优化算法的诞生; 另一方面, 新的高效优化算法也将大大提

升相关问题求解的效率,推动相关通信技术的发展.
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Optimization Problems and Methods for Resource Allocation
in Wireless Communications

Ya-Feng Liu, Zheyu Wu, Wei-Kun Chen & Yu-Hong Dai

Abstract Many problems arising from communication system design can be formulated as optimization prob-

lems. On the one hand, these optimization problems are often highly nonlinear, and thus in general difficult

to solve. On the other hand, they have their own special structure, such as hidden convexity and separability.

Designing efficient optimization algorithms for solving these problems based on their special structure has been a

hot research topic in recent years. This paper focuses on optimization methods for resource allocation problems in

wireless communication system design. Taking optimization theories and algorithms as the main line, this paper

introduces their applications in solving resource allocation problems, including how conic programming reveals

the hidden convexity in specific non-convex problems, how Lagrangian duality helps to characterize the structure

of their optimal solutions, how sparse optimization and integer programming techniques help to formulate the

related problems and how semidefinite relaxation, alternating optimization and fractional programming help to

design efficient algorithms. Finally, this paper gives a prospect of some future research directions and key problems

in wireless communication system design.

Keywords semidefinite relaxation, alternating optimization, duality theory, multiuser interference channel,
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