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摘要 神经网络在高维问题中的成功应用,使其逼近理论成为近年来逼近论与机器学习交叉领域的重

要研究方向.本文系统综述神经网络逼近问题的最新理论进展.一方面,梳理神经网络的万有逼近定理

以及在经典函数空间中的定量逼近估计等传统逼近理论;另一方面,聚焦于维数灾难问题,深入分析高

维逼近所面临的核心挑战, 并详细介绍神经网络在高维情形下逼近理论的最新突破与发展趋势.

关键词 神经网络 万有逼近 高维逼近 Barron 函数类 深度分离

MSC (2020) 主题分类 41-02, 41A46, 46E35, 65-02, 68T99

1 引言

逼近理论是机器学习理论研究的基础. 函数逼近论起源甚早, 发展已相对成熟, 其成果主要涵盖

两个方面. 其一是正逼近定理与逆逼近定理: 正逼近定理 (Jackson 定理) 表明, 若目标函数具备某种

光滑性,则可用特定逼近工具 (如多项式)对其进行逼近,且逼近误差具有确定的衰减率;一般而言,函

数光滑性越强, 逼近速度越快. 逆逼近定理 (Bernstein 定理) 则指出, 若逼近误差以某一速率趋于零,

则可反推目标函数具有相应的光滑性 (或至少存在一个几乎处处等于原函数的函数具有该光滑性). 其

二是不同逼近算法的构造与误差估计. 经典函数逼近理论的一个核心结论是, 逼近算法的收敛速度取

决于算法的精度与目标函数的光滑性.

与经典逼近论不同,机器学习的研究重心聚焦于高维函数. 机器学习在计算机视觉等领域的突破,

本质上归功于对高维函数逼近问题的有效处理. 近年来,深度学习算法已进一步拓展至科学计算领域,

如高维偏微分方程及变分问题的求解、复杂系统的控制问题以及金融期权定价估计, 并取得了令人瞩

目的成果. 这些实践均印证了一个关键结论: 神经网络堪称逼近高维函数的利器. 然而, 从经典逼近论

的视角审视, 基于神经网络的机器学习最令人困惑的问题在于: 为何神经网络逼近高维函数会如此有

效? 经典逼近论的核心研究多集中于基于多项式的算法, 其分析所依托的函数空间主要是 Sobolev 空
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间或 Besov 空间, 但这类理论结果均受困于 “维数灾难” (curse of dimensionality)—收敛速率随维数增

加而衰减, 典型表现为以 1/d 的速度下降, 其中 d 为维数. 需注意, 此处的维数未必是物理空间的维

数, 很可能是参数空间的维数. 因此, 以多项式、分片多项式、样条函数、小波函数等为基本逼近工具

的传统方法, 在处理高维问题时往往力不从心. 这一现象具有普遍性, 也是科学与工程领域长期面临

的基础性难题 (参见文献 [17]).

不少机器学习研究者试图用 “万有逼近定理” (universal approximation theorem) 来解释神经网络

的这种魔力. 所谓万有逼近定理是指, 如果神经元数量足够多, 网络结构合适, 则神经网络能够在紧

集上逼近任意连续函数. 但这种解释并不合理, 因为多项式也有类似的万有逼近定理, 这正是经典的

Stone-Weierstrass 定理, 但多项式恰恰因 “维数灾难” 而无法有效逼近高维函数.

要解释神经网络逼近高维函数为何如此有效, 亟需构建一套专门针对高维函数的新型逼近理论.

其核心在于: 针对某一具体逼近模型 (如某类神经网络), 需首先明确其对应的函数空间, 即该模型能

有效逼近的函数类别, 并在此基础上分析逼近误差与泛化误差. 然而, 寻找这样的函数空间极为困难,

目前尚无通用方法, 本质上这等同于逼近论中的反问题研究, 但这一探索又是不可或缺的.

本文旨在总结近年来发展迅速的神经网络逼近理论. 一般而言, 逼近理论需解决的关键问题是针

对特定逼近方法 (如分片多项式或神经网络模型), 明确其对应的函数空间, 即同时满足正逼近定理与

逆逼近定理成立的函数类. 对于深度神经网络模型, 我们尤其期望获得与维数无关的收敛阶, 而这有

赖于建立全新的函数空间理论.研究表明,有别于以光滑性为核心的传统函数空间 (如 Hölder, Sobolev

及 Besov 空间), 此类新空间不再依赖于函数的正则性, 而是基于其在某种数学期望下的可表示性. 目

前,针对随机特征模型、两层神经网络及残差网络,已建立起相对完整的逼近理论;对于深层神经网络,

虽已取得初步成果, 但远未臻完善. 这些理论引出了如再生核 Hilbert 空间 (RKHS) 和 Barron 空间等

新型函数空间, 但我们对其缺乏系统认识. 因此, 深入研究这些空间的性质以及它们与经典函数空间

的关系, 成为一个重要课题 — 事实上, 这已被文献 [58] 列为一个公开问题. 对于前述其他问题, 目前

所知甚少, 相关研究尚处起步阶段. 尤为值得一提的是, 谱 Barron 空间作为一类特例, 目前已获得相

当深刻的理解.

另一方面, 目前仍有不少学者致力于研究基于传统光滑性假设的神经网络逼近理论, 这类结果通

常受限于维数灾难, 但对于低维问题仍具有重要价值. 本文也将专辟一节对此进行讨论.

目前神经网络的逼近理论中, 一个让人困惑的问题是 Kolmogorov 定理 [87] 对神经网络的实际应

用. 该定理断言, 任一连续函数均可由三层神经网络精确表示, 但其最外层激活函数异常复杂, 且目前

缺乏可行的构造方法. 尽管该理论几经沉浮 (参见文献 [102,131]), 但其在实际应用中的意义仍有待进

一步揭示.

本文余下内容的结构安排如下. 第 2节简要介绍神经网络的基本概念. 第 3节讨论神经网络的古

典逼近理论, 包括万有逼近定理、Kolmogorov 定理以及对于经典目标函数的逼近估计. 第 4 节介绍一

些与神经网络相关的最优逼近与逼近下界, 揭示诸多情形下高维逼近面临的本质困难. 第 5 和 6 节探

讨新型目标空间尤其是 Barron型空间中函数的性质,以及浅层、深层网络对 Barron函数的逼近理论.

第 7 节介绍深度分离现象, 展示深度蕴藏的强大表示能力. 第 8 节讨论多种或特定激活函数实现指数

收敛的结果,展现极高效的信息组织能力. 第 9节介绍 Transformer的逼近问题.最后一节对神经网络

的逼近理论进行总结并提出了若干公开问题 1).

后文中, N, N+ 和 R 分别表示自然数集、正整数集和实数集. 自然数 d 表示维数. 对任何实数 s,

1) 受篇幅所限, 本文未能尽述该领域的众多文献, 对于未能一一引用的研究成果, 我们深表歉意. 此外, 我们侧重评述
已正式发表的工作, 对部分最新预印本仅作选择性介绍.
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令 s+ = max(s, 0). Lp 和 ℓp 分别表示 p 次 Lebesgue 可积函数空间、p 次绝对可和的离散序列空间.

在渐近估计中, b . a 和 b & a 分别表示存在与 a 无关的常数 C, c > 0, 使得 |b| 6 Ca 和 |b| > ca; b ≃ a

表示同时有 b . a 和 b & a; b = O(a) 等价于 b . a. 此外, 记 S (Rd) 为 Schwartz 空间, S ′(Rd) 为
S (Rd) 的拓扑对偶空间, 即缓增分布空间. 若 f ∈ S ′(Rd), 则 f̂ 表示 f 在分布意义下的 Fourier 变换.

D ′(Ω) 表示有界区域 Ω 的分布空间.

2 神经网络模型与基本定义

深度神经网络可视为由大量神经元按层级方式组合而成的参数化函数族. 单个神经元定义为形如

x 7→ σ(b · x+ c)的函数, 其中 x ∈ Rd 为自变量, σ 为激活函数, b ∈ Rd 为权重向量, c ∈ R为偏置.该形

式可追溯至 McCulloch 和 Pitts [121] 的经典工作, 常被视为生物神经元的数学抽象. 作为直观例子, 若

取 σ 为 Heaviside函数 1[0,∞), 则当 b · x超过阈值 −c时, 神经元被 “激活”. 下面给出深层神经网络的

一个严格定义.

定义 2.1 设 L ∈ N+, 维度序列 {dℓ}L+1
ℓ=0 ⊂ N+, 定义在实轴上的激活函数 σ. 令权重矩阵

W (ℓ) ∈ Rdℓ+1×dℓ 和偏置向量 b(ℓ) ∈ Rdℓ+1 , 0 6 ℓ 6 L. 对任意输入 x ∈ Rd0 , 定义层变量递推关系:

x(0) = x,

x(ℓ) = σ(W (ℓ−1)x(ℓ−1) + b(ℓ−1)), ℓ = 1, . . . , L,

x(L+1) =W (L)x(L) + b(L),

其中 σ 逐点作用于向量, 则称函数 Φ(x) = x(L+1) 所定义的映射 Φ : Rd0 → RdL+1 为一个前馈神经网

络, 其中 L 为网络深度, dmax: = max16ℓ6L dℓ 为网络宽度, 称 (σ; d0, . . . , dL+1) 为网络 Φ 的结构.

深层神经网络常被视为一个有向无环连接图, 其中节点是神经元, x(0) 为输入层, x(L+1) 为输出

层, 其他层为中间隐藏层. 隐藏层的个数就是深度, 也是激活函数作用的次数. L > 1 时网络被称为深

层网络, 而 L = 1 时为浅层网络. 本文主要考虑上述前馈网络, 需要指出的是, 神经网络还包含多种重

要变体 (如循环神经网络等), 而在实际应用中网络结构也常作如下扩展.

(1) 异构激活函数: 不同层 (甚至不同神经元) 可采用不同的激活函数 (参见第 8 节). 为降低模型

复杂度并提升实现与训练的统一性, 实践中常在同一网络内选用单一激活函数.

(2) 跨层连接: 在标准前馈神经网络中, 第 ℓ 层仅依赖第 ℓ− 1 层的输出; 而在残差网络等结构中,

跨层跳连使第 ℓ 层可利用更早层的信息, 这在训练深层模型时有助于缓解梯度消失等优化困难 (参见

文献 [69]).

激活函数是神经网络的核心部分, 它为神经网络引入了非线性, 这对于神经网络的应用至关重要.

下面列举一些最常用的神经网络激活函数及其简要性质. 关于激活函数的一个比较详尽的综述可参

见文献 [49]. 历史最悠久的激活函数之一是 Sigmoidal 函数 Sigmoid(x) = 1/(1 + e−x), 它的函数值介

于 0 和 1 之间且处处光滑, 其主要局限在于当 |x| 较大时导数趋近于 0, 训练中容易出现梯度消失, 减

缓深层网络的优化. 进一步地, Sigmoidal 激活函数常指一类满足在正无穷处极限为 1 且在负无穷处

极限为 0 的有界可测函数. ReLU (rectified linear unit) 函数 σ1(x) = max(x, 0) 是目前应用最广泛的

激活函数之一,其具有分片线性、计算代价低及缓解梯度消失等优势,在工程实践中计算效率较高. 然

而,在实际训练中, ReLU还存在 “死神经元”现象,即当输入为负时梯度为零,导致部分隐藏单元在训

练中无法接收到有效的误差信号,从而停止更新. 尽管如此, ReLU的引入相较于 Sigmoid在训练效率

上仍实现了显著提升, 尤其适合低精度计算场景, 因此它在许多实际应用中常被作为默认的激活函数.
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然而, ReLU 并不适用于对精度要求较高的任务, 尤其是在科学与工程计算领域. 一个较为简单且有效

的替代方案是采用 RePU 函数, 即 ReLU 的整数幂次推广 ReLUk 2):

σk(x) = max(x, 0)k, k ∈ N.

为解决 ReLU 存在的死神经元的问题, 人们引入了带泄漏的 (leaky) ReLU 激活函数 LReLU(x) =

max(x, ax), 在应用中需要针对不同的问题调节参数 a ∈ (0, 1). ReLU 的另一个局限是不光滑, 在

x = 0 处没有古典导数, 为此, 人们引入了许多 ReLU 的光滑化版本, 如 SiLU 函数 SiLU(x) =

x/(1 + e−x)、Softplus 函数 Softplus(x) = log(1 + ex)、Mish 函数 Mish(x) = x tanh(log(1 + ex)) 和

Gauss 误差线性单元 (Gaussian error linear unit, GELU)等. 以上介绍的是一些常规激活函数, 还有一

些非常规的激活函数, 例如使用有理函数作为激活函数在某些任务中优于 ReLU (参见文献 [21, 170]).

值得指出的是, 神经网络逼近结果在某些情形下可在不同激活函数之间迁移. 鉴于 ReLU 激活函

数的普及性或为了简化证明,有关 ReLU网络的逼近结果最为常见.若能用某个一般激活函数的固定大

小的网络在有限区间上以任意精度逼近 ReLU, 则 ReLU 网络在有界区域上的逼近上界可推广为该激

活函数的逼近界. 文献 [192]证明了一个宽度为 N、深度为 L的 ReLU网络,在有界集上可被一个宽度

为 3N、深度为 2L的某类激活函数的网络以任意精度逼近,该类包含了如 ReLU, LeakyReLU, ReLU2,

ELU, CELU, SELU, Softplus, GELU, SiLU, Swish, Mish, Sigmoid, Tanh, Arctan, Softsign, dSiLU 和

SRS等常用激活函数. 甚至对其中 ELU到 Mish这八种激活函数,相同宽度和深度的网络即可做到任

意精度逼近. 另外, 若激活函数为连续的分段多项式且不恒等于一个整体多项式, 如 RePU, 则利用有

限差分即可实现任意精度逼近 ReLU. 当 t→ ∞ 时, 采用 Sigmoidal 激活的神经元 σ(t(ω · x− b)) 可在

Lp(Ω) 范数下以任意精度逼近采用 Heaviside 激活的神经元 σ0(ω · x− b), 其中 p < ∞. 后文中我们通

常聚焦基于典型激活函数的逼近结果, 感兴趣的读者可以将它们推广到更一般的激活函数.

3 神经网络的古典逼近理论

3.1 万有逼近定理

本小节展示神经网络的万有逼近性, 即若神经元数量足够多, 网络结构合适, 则前馈神经网络可

以在紧集上以任意精度一致逼近任意连续函数. 下面先给出万有逼近子的定义:

定义 3.1 设 H 是一个定义在 Rd 的实值函数集合. 对于任意 ε > 0, 任意紧集 K ⊂ Rd, 以及任
意 f ∈ C(Rd), 若存在 Φ ∈ H 使得

sup
x∈K

|f(x)− Φ(x)| < ε, (3.1)

则称 H 是 C(Rd) 的一个万有逼近子 (universal approximator).

例 3.1 由 Stone-Weierstrass 定理可得, 全体多项式集合是 C(Rd) 的一个万有逼近子.

给定自然数 d,m,L 和 n, 令 σ 为定义在实轴上的激活函数, 记神经网络函数集合

Nm
d (σ;L, n) := {Φ : Rd → Rm | Φ 如定义 2.1,其深度不超过 L,宽度不超过 n},

并记 Nm
d (σ;L) =

∪
n∈N+

Nm
d (σ;L, n). 后文中, 在不引起误会的情况下, 有时会略去 Nm

d (σ;L) 和

Nm
d (σ;L, n) 的上下标.

2) 特别地, 约定 σ0(x) = 1{x>0}, 即 Heaviside 阶跃函数.
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定理 3.1 (浅层神经网络的万有逼近定理 [95]) 记

M: = {σ ∈ L∞
loc(R) |存在实数轴的分划 I1, . . . , Im 使得 σ ∈ C(Ij), j = 1, . . . ,m}.

若 σ ∈ M, 则 N 1
d (σ; 1) 是 C(Rd) 的一个万有逼近子当且仅当 σ 不是一个多项式.

万有逼近定理有诸多版本, 其差异主要体现在激活函数的假设, 最早的版本是 Vostretsov 和

Kreines [175] 证明的. Cybenko [36] 证明了 Sigmoidal 激活函数的万有逼近定理. 定理 3.1 属于 Leshno

等 [95]. 注意到集合M 中的函数分段连续, 且允许存在有限多个间断点. 所以定理 3.1 基本包含了上

一节介绍的所有激活函数, 如 ReLU, SiLU 和 Sigmoid, 甚至 Heaviside 这种典型间断激活函数. 以下

定理表明深层网络同样具有万有逼近性:

定理 3.2 (深层神经网络的万有逼近定理) 设 d, L ∈ N+. 若 σ ∈ M, 则 N 1
d (σ;L)是 C(Rd)的一

个万有逼近子当且仅当 σ 不是一个多项式.

这个定理的证明依赖定理 3.1 以及恒等映射可被 N d
d (σ;L − 1) 中的函数逼近得充分好这一简单

事实. 实际上, 数值逼近中使用的所有函数族, 如多项式、样条和小波等, 都能产生万有逼近子. 万有

逼近性并不是神经网络在实践中如此成功的主要原因. 我们需要回答的问题是作为一种逼近工具, 神

经网络究竟在哪些方面比其他方法更加有效?

上述两个万有逼近定理适用于宽度任意大、深度有界的神经网络. 事实上,在宽度有界、深度任意

大这一自然 “对偶”情形下也有类似的万有逼近定理. 具体而言, 设输入和输出维数为 d和 m, σ 为任

意非仿射连续函数, 且在某点处具有非零的连续导数. 文献 [84]证明了对任意紧集 K ⊂ Rd, 所有深度
任意大、宽度为 d+m+2、激活函数为 σ 的神经网络构成的函数类,在空间 C(K;Rm)中稠密.这一结

果不但涵盖了实践中使用的激活函数,同时也包含多项式激活函数—这与上述经典版本的万有逼近定

理 (定理 3.2)截然不同.这个定理还揭示了深层窄网络与浅层宽网络之间的一个本质差异.关于其他范

数意义下的万有逼近定理以及万有逼近定理成立的最小宽度的定量估计, 参见文献 [25, 108,143,173].

万有逼近定理表明神经网络可以在紧集上以任意精度逼近连续函数, 在应用中, 一个自然的问题

是, 神经网络能否实现精确插值, 即给定激活函数 σ, 以及 n 个数据 {(xj , yj)}nj=1 ⊂ Rd × R, 是否存在
{ai}mi=1 ⊂ R, {wi}mi=1 ⊂ Rd 和 {bi}mi=1 ⊂ R 使得

m∑
i=1

aiσ(wi · xj + bi) = yj , j = 1, . . . , n (3.2)

成立? 此外, 样本数 n 与宽度 m 有没有关系? 对大量非多项式激活函数, 答案是肯定的, 证明也和万

有逼近定理紧密相关. Ito 和 Saito [76] 证明了对连续非减的 Sigmoidal 激活函数, 当 n = m 时浅层网

络能够实现插值, 且 {wi}mi=1 ⊂ Sd−1. Huang 和 Babri [73] 对有界连续且在无穷远处有极限的激活函

数证明了类似的插值结果, 但不保证 {wi}mi=1 在单位球面上. 下面给出的插值结果本质上属于 Ito 和

Saito 3):

定理 3.3 若 m = n, 且 σ ∈ C(R) 不是一个多项式. 则对任意 n 个数据 {(xj , yj)}nj=1 ⊂ Rd × R,
存在 {ai}ni=1, {bi}ni=1 ⊂ R 和 {wi}ni=1 ⊂ Rd 使得插值条件 (3.2) 成立.

若上面定理中的 σ 是一个多项式, 则能不能插值取决于点集 {xj}nj=1 的选取以及多项式的次数.

若 σ 是一个 r 次多项式, 则

span{σ(w · x− b) | w ∈ Sd−1, b ∈ R}

3) 为避免引入更多的概念, 我们没有给出保证 {wi}mi=1 ⊂ Sd−1 的条件.
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是 r 次多项式集合. 古典意义下神经网络的插值问题可参见文献 [149, 第 11 和 12 节]. 而现代机器学

习意义下插值方面的相关进展可参见综述文献 [15].

3.2 Kolmogorov 表示定理

我们在第 3.1 小节看到多种激活函数下的神经网络均具有万有逼近性, 本小节探讨激活函数对逼

近精度的具体影响. 下面的命题表明, 存在一种特殊激活函数, 当输入为一维时, 单个神经元就能达到

任意精度 (参见文献 [145, 命题 3.20]). 这种特殊激活函数的思想可追溯至文献 [113]. 一个相关的工作

可参见文献 [64, 定理 2.1].

命题 3.1 存在激活函数 σ ∈ C(R)使得对任意紧集 K ⊂ R、任意 ε > 0以及任意函数 f ∈ C(K),

存在神经网络 Φ(x) = σ(wx+ b) ∈ N (σ; 1, 1) 满足一致逼近 (3.1).

为了将上述一维结果推广到高维, 下面介绍 Kolmogorov 定理 [87, 104].

定理 3.4 (Kolmogorov 定理) 设整数 d > 2. 则存在正数 {λj}dj=1 满足
∑d
j=1 λj 6 1 和严格单

增的连续函数 ϕk : [0, 1] → [0, 1], 1 6 k 6 2d+ 1, 使得对任意 f ∈ C([0, 1]d), 存在 g ∈ C(R) 满足

f(x) =

2d+1∑
k=1

g (λ1ϕk(x1) + · · ·+ λdϕk(xd)), x ∈ [0, 1]d.

注 3.1 (i) 定理 3.4 中参数 {λj}dj=1 和函数 {ϕk}2d+1
k=1 均与目标函数 f 无关且具有显式表达式;

(ii) 内层激活函数 ϕk 的个数 2d+ 1 是最优的, 不能减少到 2d;

(iii) 外层激活函数 g 依赖 f 且目前 g 的显式表达式未知.

Kolmogorov定理否定地回答了 Hilbert第 13问题[131]: 是否存在一个三元连续函数 f : [0, 1]3 → R,
它不能被二元函数以函数复合和加法的运算来表示. 注意到 Kolmogorov定理将 Hilbert 第 13 问题推

广到了任意维数的情形. 关于该定理的证明以及 Hilbert 第 13 问题的历史渊源, 可参见文献 [131]. 作

为 Kolmogorov 定理的一个应用, 我们把命题 3.1 推广到高维.

定理 3.5 设命题 3.1中的激活函数为 σ. 则对任意紧集K ⊂ Rd、任意 ε > 0以及任意 f ∈ C(K),

存在神经网络 Φ ∈ N 1
d (σ; 2, 2d

2 + d) 满足 (3.1).

定理 3.5 可视为 Kolmogorov 定理的神经网络实现, 它表明确实存在一种 “超级” 激活函数, 利用

它构建的神经网络可在宽度为 O(d2) 的条件下, 实现对连续函数的任意精度逼近. 然而, 目前对这种

神奇激活函数的认识依然十分有限,文献 [131]没有提供这种激活函数的显式表达式,相关研究进展可

参见文献 [186]. 定理 3.5 与常见逼近定理不同之处在于, 神经元个数仅依赖输入维数 d, 而与逼近精

度 ε 无关. 其证明的关键之处在于 Kolmogorov 定理中的超级激活函数的存在性.

遗憾的是, 我们还是无法找到这样的激活函数的显式表达式. 这方面的进展可参见文献 [157,158,

186]. 若略微放宽网络深度和宽度要求, 文献 [158] 构造了由三角波函数与 softsign 函数组合成的显式

激活函数

σ(x) :=

∣∣∣∣x− 2

⌊
x+ 1

2

⌋∣∣∣∣, 当 x > 0,

σ(x) :=
x

|x|+ 1
, 当 x < 0,

(3.3)

其图示参见文献 [158, 图 1]; 并证明了 N 1
d (σ; 11, 36d(2d+ 1)) 是 C(Rd) 的万有逼近子.

事实上, 我们也可以通过修改网络架构来实现 “用极少的神经元实现万能逼近”. 文献 [100] 巧妙

地利用了残差网络 (ResNet)的恒等映射结构, 通过构建一个极深的残差网络, 即使每一层隐藏层只有
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一个神经元 (使用 ReLU激活函数),整个网络也可以实现对任意 Lebesgue可积函数的逼近.这打破了

传统全连接网络在每层宽度小于输入维度时无法成为万能逼近器的限制.

3.3 经典函数空间中神经网络的逼近理论

第 3.1 小节中万有逼近定理说明神经网络在紧集上能以任意精度一致逼近任意连续函数, 但并未

刻画达到某一精度所需要的网络规模, 或给定网络规模时的误差上界, 即逼近阶. 在第 3.2 小节中, 我

们看到对某些特定激活函数, O(d) 个神经元的网络即可实现任意精度逼近. 本小节介绍神经网络在经

典函数空间中的逼近阶. 为此, 先定义三种常用的经典函数空间.

定义 3.2 设 Ω ⊂ Rd, s > 0, k = ⌊s⌋, γ = s− k, 定义 Hölder 空间 Cs(Ω) 和相应范数分别为

Cs(Ω) := {f ∈ Ck(Ω) | ∥f∥Cs(Ω) <∞},

∥f∥Cs(Ω) :=
∑

|α|16k
sup
x∈Ω

|∇αf(x)|+
∑

|α|1=k

sup
x̸=y

|∇αf(x)−∇αf(y)|
|x− y|γ

1{s/∈N+}.

定义 3.3 设 Ω ⊂ Rd, s > 0, k = ⌊s⌋, 1 6 p <∞. 定义 Sobolev 空间 W s,p(Ω) 和相应范数

W s,p(Ω) := {f ∈ Lp(Ω) | ∥f∥W s,p(Ω) <∞},

∥f∥W s,p(Ω) :=
∑

|α|16k
∥∇αf∥Lp(Ω) +

 ∑
|α|1=k

∫
Ω

∫
Ω

|∇αf(x)−∇αf(y)|p

|x− y|d+(s−k)p dx dy

1/p

1{s/∈N+},

其中 ∇αf 为分布导数. 依照惯例记 Hs(Ω) =W s,2(Ω).

定义 3.4 设 {φj}∞j=0 ⊂ S (Rd) 为一个单位分解, 满足
∑∞
j=0 φj(x) ≡ 1, 0 6 φj 6 1,

supp(φj) ⊂ {x ∈ Rd | 2j−11{j>1} 6 |x| 6 2j+1}, j ∈ N.

并且对任意 α ∈ Nd, 存在常数 cα 使得对任意 j ∈ N 和 x ∈ Rd, 有 2j|α| |∇αφj(x)| 6 cα, 设 s ∈ R,
1 6 p, q 6 ∞. 定义 Besov 空间

Bsp,q(Rd) := {f ∈ S ′(Rd) | ∥f∥Bs
p,q(Rd) := ∥2sj∥(φj f̂)∨∥Lp(Rd)∥ℓq(N) <∞}.

有界区域 Ω 上的 Besov 空间可由限制定义 Bsp,q(Ω) := { f ∈ D ′(Ω) | ∥f∥Bs
p,q(Ω) <∞}, 其中

∥f∥Bs
p,q(Ω) := inf{∥F∥Bs

p,q(Rd) : F ∈ Bsp,q(Rd), F |Ω = f}.

Besov 空间 Bsp,q 是一类用于刻画函数光滑性、可积性和多尺度振荡行为的经典函数空间, 指标

s, p 和 q 分别表示光滑性、可积性和微调参数. 它与 Hölder 空间、Sobolev 空间联系紧密, 且提供了

更细致的光滑性刻画. 当 Ω 是有界 Lipschitz 区域且 s 非整数时, Hölder 空间 Cs 等同于 Bs∞,∞, 而

Sobolev 空间 W s,p 等同于 Bsp,p. 有关 Besov 空间之间的嵌入关系参见文献 [171].

下面展示 B 样条函数在经典函数空间中的逼近.

定义 3.5 (B 样条函数) 设 d, n ∈ N+, ℓ ∈ N. 定义 n 阶一元 B 样条函数

Bn(x) :=
1

(n− 1)!

n∑
k=0

(−1)k
(
n

k

)
(x− k)n−1

+ , x ∈ R.

对 t, x ∈ R, 记 Bℓ,t,n(x) := Bn(2
ℓ(x− t)). 对 t = (t1, . . . , td) ∈ Rd, 定义 d 元张量积 B 样条函数

Bdℓ,t,n(x) :=

d∏
j=1

Bℓ,tj ,n(xj), x = (x1, . . . , xd) ∈ Rd.
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n阶 B 样条字典 Bn := {Bdℓ,t,n | ℓ ∈ N, t ∈ Rd}中函数的线性叠加可以逼近光滑函数,这种逼近已

有非常详尽的研究 (参见文献 [44, 135]). 以 Besov 函数为例, 收敛阶方面的经典结果如下:

定理 3.6 设 d, n ∈ N+, Ω = [0, 1]d, 0 < p < p′ 6 ∞, 0 < q, q′ 6 ∞,且 0 < s 6 n+max(0, 1/p−1)

(其中等号仅当 q = ∞ 时允许成立), 以及 0 < s′ < min(s − d(1/p − 1/p′), n + 1/p′ − 1). 则对任意

f ∈ Bsp,q(Ω) 和正整数 N , 存在 {Bi}Ni=1 ⊂ Bn 和常数 {ci}Ni=1 使得∥∥∥∥∥ f −
N∑
i=1

ciBi

∥∥∥∥∥
Bs′

p′,q′ (Ω)

6 CN−(s−s′)/d ∥f∥Bs
p,q(Ω),

其中常数 C 与 f 和 N 无关.

若 s′ = 0, p′ = q′, 则上述估计右端替换为 CN−s/d ∥f∥Bs
p,∞(Ω).

上述估计给出的 Lp- 收敛阶为 O(N−s/d). 下一节将看到这已经是某种意义下 Besov 空间中的最

优逼近率. 若想获得逼近精度 ε, 则需要逼近项数 N 达到 ε−d/s 量级, 随维数 d 指数增长, 这种现象常

被称为维数灾难 (curse of dimensionality) [16]. 另外, 更高的光滑性有助于缓解维数灾难. 但是, 若希望

逼近率在 d 增大时仍保持在常数量级, 则需要 s 随 d 至少线性增长. 在高维问题中, 这要求目标函数

非常光滑, 且随着维数的增长越来越光滑.

下面介绍神经网络在经典函数空间中的一些典型逼近结果, 首先是 Mhaskar 和 Micchelli [126] 及

Mhaskar [123] 证明的 Sigmoidal 激活的深层网络逼近 Hölder 函数的收敛阶.

定理 3.7 设 σ : R → R 为 k > 2 阶连续 Sigmoidal 函数, 即 supx∈R |σ(x)| /(1 + |x|)k < ∞,

limx→−∞ σ(x)/|x|k = 0且 limx→∞ σ(x)/xk = 1.令 d ∈ N+, s > 0,则对任意 f ∈ Cs([0, 1]d)和 N ∈ N+,

存在深度不超过 max(1, logk s) + ⌈logk d⌉, 神经元个数不超过 N 的神经网络 ΦN , 使得

∥ f − ΦN ∥L∞([0,1]d) 6 CN−s/d ∥ f ∥Cs([0,1]d) ,

其中常数 C 与 f 和 N 无关.

ReLUk 是 k 阶 Sigmoidal 函数的一个简单例子. 上述定理表明神经网络逼近 Hölder 函数时能达

到与样条方法同阶的精度, 所需参数规模量级也相当. 该结论的证明也与样条逼近理论密切相关: 首

先, 由定理 3.6 可知, 任意 s 阶光滑函数都能被多元 B 样条以 O(N−s/d) 的精度逼近; 其次, 这些 B

样条又能被一定规模的神经网络精确表示 (或逼近). 结合这两步便得到定理 3.7. 这种思路后来常被

用于借助样条或小波等逼近子来证明神经网络的逼近阶, 包括以下深层网络逼近 Besov 函数的结果:

定理 3.8 [167] 设 s > 0, 0 < p, q, r 6 ∞且 s > d(1/p−1/r)+.对充分大的 N ,令深度 L = O(logN)

和宽度 W = O(N), 则存在与 N 无关的常数 C 使得

sup
∥f∥

Bs
p,q([0,1]d)

61

inf
ΦN∈N (ReLU;L,W )

其非零权重数 O(N logN)

∥ f − ΦN ∥Lr([0,1]d) 6 CN−s/d.

定理 3.7 和 3.8 都是针对深层网络, 以下定理表明, 浅层 ReLUk 网络能在某些 Sobolev 空间中实

现 s/d 的收敛阶, 这个收敛阶几乎最优. 该定理的下界由典型的 Vapnik-Chervonenkis (VC) 维数论证

得到, 而上界由 Sobolev 空间到变差空间的嵌入结果结合定理 6.1 给出, 与本节其他结果不同.

定理 3.9 [116,146,183] 设 Ω 为 Rd 中的单位球, k ∈ N, N ∈ N+, s > 0, 1 6 p, q 6 ∞. 则存在与 N

无关的常数 c, C > 0 使得

c(N logN)−s/d 6 sup
∥f∥Ws,q(Ω)61

inf
g∈N (ReLUk;1,N)

∥f − g∥Lp(Ω) 6 CN−s/d,
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其中第二个不等式在 s < k + (d+ 1)/2 且 q > max(p, 2), 或 s = k + (d+ 1)/2 且 q > 2 时成立.

深层网络逼近经典函数已有较为系统的研究, 表 1 和 2 列举和比较了其中部分结果, 表 1 主要

部分摘自文献 [105]. 不同于定理 3.7 和 3.8 给出的逼近阶 s/d, 对于 Hölder 函数, 文献 [159] 证明了

ReLU网络宽度和深度各自变化时的最优收敛率;对于 Besov函数, 文献 [160]证明了定宽 ReLU网络

关于深度的最优收敛率. 忽略对数因子, 最优收敛率均为 2s/d, 后文将介绍这些结果并说明其最优性.

对 Besov 函数, 对于深度和宽度没有限制的网络的最优逼近上界目前仍为公开问题.

更光滑的目标函数, 如 Gevrey 函数或解析函数, 能够被神经网络以次指数甚至指数速度逼近,

Mhaskar [124] 最早证明了浅层网络的谱收敛率, 近年神经网络谱收敛的进展可参见文献 [52, 133, 134]

以及表 3 中的结果.

定理 3.8 的结果是渐近的, 网络的深度和宽度随 N 同步增长. 与之不同, 下面定理 3.10 是非渐近

的, 网络宽度和深度相互独立, 并且所有常数均显式给出.

定理 3.10 [105,159] 设 Ω = [0, 1]d, N 和 L 为任意正整数, p ∈ [1,∞].

(1)设 s为自然数,若 f ∈ Cs(Ω),则存在深度为 18s2(L+2) log2(4L)+ 2d、宽度为 17sd+13dd(N +

2) log2(8N) 的 ReLU 网络 ΦN,L, 使得

∥ f − ΦN,L ∥L∞([0,1]d) 6 85(s+ 1)d8s ∥ f ∥Cs([0,1]d) (NL)
−2s/d.

表 1 深层 ReLU 网络逼近多项式及一般 Lip(Ω)、Cs(Ω) 函数的误差

参考文献 函数类 宽度 深度 精确度 误差范数指标 误差界是否紧 有效性

[184] 多项式 O(1) O(L) O(2−L) p = ∞ – 任意 L ∈ N+

[105] 多项式 O(N) O(L) O(N−L) p = ∞ – 任意 N,L ∈ N+

[155] Lip(Ω) O(N) 3 O(N−2/d) p ∈ [1,∞) 对 N 几乎紧 任意 N ∈ N+

[185] Lip(Ω) 2d+ 10 O(L) O(L−2/d) p = ∞ 对 L 几乎紧 较大的 L ∈ N+

[156] Lip(Ω) O(N) O(L) O(N−2/dL−2/d) p ∈ [1,∞] 对 N 和 L 几乎紧 任意 N,L ∈ N+

[159] Lip(Ω) O(N) O(L) O((N2L2 lnN)−1/d) p ∈ [1,∞] 对 N 和 L 紧 任意 N,L ∈ N+

[187] Cs(Ω) 2d+ 10 O(L) O((L/ lnL)−2s/d) p = ∞ 对 L 几乎紧 较大的 L ∈ N+

[105] Cs(Ω) O(N lnN) O(L lnL) O(N−2s/dL−2s/d) p = ∞ 对 N 和 L 几乎紧 任意 N,L ∈ N+

[159] Cs(Ω) O(N) O(L) O((N2L2 lnN)−s/d) p ∈ [1,∞] 对 N 和 L 紧 任意 N,L ∈ N+

表 2 深层 ReLU 网络逼近 Sobolev 和 Besov 空间中的函数, Ω = [0, 1]d, 误差范数 ∥ · ∥Wα,p(Ω)

参考文献 函数类 宽度 深度 非零参数规模 逼近误差 误差范数指标

[66]
W s,p(Ω),

s > 2
O(N) O(lnN) N O(( N

lnN
)−

s−α
d )

0 6 α 6 1,

1 6 p 6 ∞

[3]

Bs
τ,q(Ω),

s > d(1/τ − 1/p),

q 6 τ 6 p

O(N) O(lnN) N
O(N−r), 对任意

r < s/d

α = 0,

1 < p 6 ∞

[167]
Bs

τ,q(Ω),

s > d(1/τ − 1/p)+
O(N) O(lnN) O(N lnN) O(N−s/d)

α = 0,

0 < p 6 ∞

[63]
Bs

p,q(Ω),

0 < s < 1 + min(1, 1/p)
– 1 + 2⌈log2 d⌉ N O(N−s/d)

α = 0,

0 < p 6 ∞

[160]

Bs
τ,q(Ω),

1 6 τ, q 6 ∞,

s/d > 1/τ − 1/p

25d+ 31 L O(L) O(L−2s/d)
α = 0

1 6 p 6 ∞
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表 3 深层神经网络逼近解析函数和带边界点奇性加权 Gevrey 类 Gδ 的误差, 误差范数取 ∥ · ∥X

参考文献 函数类 宽度 深度 非零参数规模 激活函数 逼近误差 X

[124]
在复邻域解

析的函数
N 1 O(N)

满足一

定条件
O(ρ−N ), ρ > 1 L∞

[52]
解析类, 幂级

数绝对收敛
d+ 4 L O(L) ReLU O(e−cL1/(2d)

) L∞

[134]
解析类, 可全纯延拓

到 Bernstein 多椭圆
– – N

ReLU O(exp(−bN1/(d+1))) W 1,∞

ReLUr, r>2 O(exp(−bN1/d)) Wk,∞

[133]
Gevrey 类 δ > 1

O(N) O(lnN) N
ReLU 和 ReLU2

混合激活

O(exp(−bN1/(1+δd)))
H1

Gevrey 类 δ < 1 O(Γ(N1/(1+δd))−b(1−δ))

(2) 设 α ∈ (0, 1]. 若 f ∈ Cα(Ω) 且任意 x, y ∈ Ω 满足 |f(x) − f(y)| 6 λ|x − y|α, 则存在深度为
11L+ C2、宽度为 C1 max(d⌊N1/d⌋, N + 2) 的 ReLU 网络 ΦN,L, 使得

∥f − ΦN,L∥Lp(Ω) 6 131λ
√
d(N2L2 log3(N + 2))−α/d,

其中当 p ∈ [1,∞) 时, C1 = 16 且 C2 = 18; 当 p = ∞ 时, C1 = 3d+3 且 C2 = 18 + 2d.

定理 3.10中的逼近阶 2s/d显著优于传统逼近方法的最优收敛率 s/d,该现象常被称为深层 ReLU

网络的超收敛 (参见文献 [41, 159, 160, 185]), 其证明方法是 Bartlett 等 [12, 13] 提出并发展的位提取

(bit-extraction) 技术, 该技术能用仅 O(
√
N) 个参数的网络, 逼近定义在固定规则网格中 N 个单元上

的分片多项式. 利用深层 ReLU 网络的 VC 维数, 文献 [12, 159, 160, 185] 证明了超收敛给出的逼近

率是最优的, 定理 3.11(2) 展示了 Siegel [160] 证明的一般 Lp 误差范数下逼近 Besov 函数的下界. 由

Bs∞,1(Ω) ↪→ Cs(Ω), 该下界表明定理 3.10(2) 中关于宽度和深度的逼近率是最优的. 当宽度固定时, 逼

近上下界收敛率均为 L−2α/d; 当深度固定时, 逼近上下界收敛率均为 (N2 lnN)−α/d. 同时改变宽度和

深度, 除了区域 {(N,L) ∈ N2
+ : C3 6 N 6 LC4} 外, 定理 3.10(2) 的上界都是紧的, 其中 C3 和 C4 是

仅依赖 α 和 d 的正常数. 对于更一般的 Sobolev 和 Besov 函数, Siegel 在 W s,q(Ω) 和 Bsq,r(Ω) 紧嵌入

Lp(Ω) 的条件下证明了定宽 ReLU 网络关于深度的最优逼近率, 该结果在参数量方面也是最优的.

定理 3.11 [160] 令 Ω = [0, 1]d, s > 0 以及 1 6 r, p, q 6 ∞.

(1) (上界) 若 1/q − s/d < 1/p, 则存在常数 C1 := C1(s, p, q, r, d) 使得

inf
fL∈N (ReLU;L,25d+31)

∥f − fL∥Lp(Ω) 6 C1 min(∥f∥W s,q(Ω), ∥f∥Bs
q,r(Ω))L

−2s/d.

(2) (下界) 设 W,L ∈ N+, 则存在函数 f 满足 ∥f∥W s,q(Ω) 6 1 且 ∥f∥Bs
q,r(Ω) 6 1, 使得

inf
fW,L∈N (ReLU;L,W )

∥f − fW,L∥Lp(Ω) > C(p, d, s)min{W 2L2 log(WL),W 3L2}−s/d. (3.4)

上述两项分别来自两种 VC 维数上界. 前者适用于固定深度的大宽度情形, 后者适用于固定宽度

的大深度情形.

当 L → ∞ 时, 定理 3.11 中网络宽度 W = 25d+ 31 是固定的, 线性依赖于输入维数 d, 这种线性

依赖是必要的, 因为若 W 6 d, 则深层 ReLU 网络集合在 C(Ω) 中并不稠密 (参见文献 [68]). 本节已

观察到深度网络相较于传统逼近方法的一些优势: 超收敛. 然而, 定理 3.11(2)表明即使 ReLU网络实

现了超收敛,其逼近阶 2s/d仍无法克服维数灾难.下一节介绍一般情形下神经网络在目标空间的逼近

下界, 并从多个角度深入理解神经网络逼近高维 Besov 函数所面临的困难.
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4 最优逼近率与逼近下界

逼近论中的一个经典问题, 是刻画特定方法在目标空间中的最优逼近率, 以界定其逼近能力的上

限. 上一节表明, 样条方法与神经网络方法在经典光滑函数空间中的逼近率均为 s/d 量级, 其中 s 表

示光滑性指标. 定理 3.11 的下界结果进一步指出, 该逼近率对 ReLU 网络而言是不可改进的, 因此其

在 Besov空间中的逼近将不可避免地遭受维数灾难.本节将更系统地刻画不同逼近方法的最优逼近率,

并介绍一般情形下的逼近下界. 我们将看到, 包括神经网络在内的几类较为广泛的逼近方法在 Besov

空间中都会遭受维数灾难, 逼近阶不超过 s/d 量级.

首先, 对浅层网络, Maiorov 从 1999 年开始的系列工作证明了 n 个一般岭函数的线性组合在

Sobolev 空间中的最优逼近 (参见文献 [62, 110,111]):

定理 4.1 设 d > 2. 记 R 上局部 L2 可积的函数空间为 L2
loc(R). 给定 N ∈ N+, 考虑函数集合

MN :=

{ N∑
k=1

gk(ak · x) : ak ∈ Sd−1, gk ∈ L2
loc(R)

}
,

其中 Sd−1 表示 Rd 中的单位球面. 设 s > 0, 1 6 q 6 p 6 ∞, Ω 为 Rd 中的单位球. 则

sup
f∈W s,p(Ω)

inf
g∈MN

∥f − g∥Lq(Ω) ≃ N− s
d−1 , (4.1)

其中隐含常数仅依赖于 d, s, p 和 q.

(4.1) 的下界表明, 即使我们有能力对每个目标函数都 “精心” 设计出每个神经元上最优的激活函

数,浅层网络关于宽度的逼近阶也不会超过 s/(d−1). 通常使用的固定激活函数的网络集合 N (σ; 1, N)

在 σ ∈ L2
loc(R) 时是 MN 的子集, 其逼近阶不会高于 s/(d− 1). 进一步地, Maiorov 等 [112] 在一族类似

Besov 空间的函数类上构造了均匀概率测度, 并证明了满足 (4.1) 下界的函数集合的测度趋近于 1, 即

下界对应的 “难逼近” 的函数是普遍存在的, 并非孤例.

为了严谨、准确地讨论神经网络等方法在不同空间的最优逼近, 本文引入逼近论中最经典的几

个概念. 考虑在 Banach 空间 X 中用一列嵌套的集合 {Σn}∞n=0 以范数 ∥ · ∥X 逼近函数 f , 其中

Σn ⊂ Σn+1 ⊂ X, ∀n ∈ N. n 在某种意义上衡量了 Σn 的复杂性, 实践中 X 常使用 Lp(Ω) 空间. 给定

逼近方法 Σ := (Σn)n>0 和 f ∈ X, 定义用 Σn 中元素逼近 f 的误差

En(f)X := E(f,Σn)X := inf
g∈Σn

∥f − g∥X . (4.2)

对于某个目标函数类 K ⊂ X, 它包含了被逼近函数 f 的某些潜在已知信息, 如正则性和稀疏性等, K
通常是 X 中的紧集, 人们更关心在整个目标函数类 K 上的逼近误差

En(K)X := E(K,Σn)X := sup
f∈K

En(f)X .

在数值求解偏微分方程中, K 常由偏微分方程 (partial differential equation, PDE) 的正则性定理给出.

方法 Σ 在 K 上的逼近率同时依赖于 K 中函数和集合 Σn 的性质. 逼近方法分为两大类: 线性和非

线性. 若每个集合 Σn 都是一个 n 维线性空间, 则称该方法为线性的4), 如多项式空间、样条函数空

间和小波空间. 所有其他逼近方法统称为非线性的, 对非线性方法, Σn 中元素的线性组合可能不再属

于 Σn, 例如两个宽为 n 的浅层网络函数之和不一定能被宽为 n 的浅层网络表示. 给定两个逼近方法

4) 注意, “线性” 一词并非指逼近结果如何依赖于 f ∈ X, 而仅指每个 Σn 的结构.
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Σ = (Σn)n>0 和 Σ′ = (Σ′
n)n>0, 可以通过 E(K,Σn)X 和 E(K,Σ′

n)X 在 n→ ∞ 时的衰减来比较它们在
K 上的性能.

引入 “宽度” 这一概念旨在量化给定目标函数类 K 上逼近方法的最佳可能性能,其中最著名的是

Kolmogorov n- 宽度, 它量化了线性逼近的最佳可能效果, 其定义为

d0(K)X := sup
f∈K

∥f∥X , dn(K)X := inf
dimY=n

E(K, Y )X , n > 1,

其中下确界对所有 n维线性空间 Y ⊂ X 取得. 为了估计下界 dn(K)X ,我们介绍一对在逼近论、统计、

信息论中很重要的概念: 熵数与度量熵. 它们常用于度量最优性. 熵数 ϵn(K)X 定义为使 K 可以被 2n

个半径为 ϵ 的球覆盖的最小 ϵ; 反之, 度量熵 Hϵ(K)X 定义为覆盖紧集 K 所需要的半径为 ϵ 的球的最

小数量 Nϵ(K)X 的对数, 即 Hϵ(K)X := log2Nϵ(K)X . 由定义可知, ϵn 提供了使用 n 个比特来编码的逼

近方法能达到的最高精度. Carl [28] 证明了,若 K 能被线性空间以某个多项式速率逼近,则其熵数衰减

不慢于该速度, K 在度量意义下不能太复杂, 即对每个 r > 0, 都存在仅依赖 r 的常数 Cr 使得

ϵn(K)X 6 Cr (n+ 1)−r sup
m>0

(m+ 1)rdm(K)X , 对 n > 0. (4.3)

对神经网络在内的非线性逼近, 考虑 n 个参数的方法, 将其建模为两个映射的复合: 编码映射

an : X → Rn 将目标函数 f ∈ X 映射到 n 个参数, 重构映射 Mn : Rn → X 构造 f 在参数流形中的逼

近. 则对 f 的逼近误差和目标函数类 K ⊂ X 上的逼近误差分别为

Ean,Mn(f) := ∥f −Mn(an(f))∥X , Ean,Mn(K)X := sup
f∈K

Ean,Mn(f).

为研究某类非线性逼近的最优收敛性, 人们需对 an 和 Mn 作适当的限制5). 一个较弱的假设是取 an

和 Mn 均为连续映射, 由此可以定义 (连续) 流形 n- 宽度 [42]

δn(K)X := inf
an,Mn

sup
f∈K

∥f −Mn(an(f))∥X ,

它刻画了所有通过连续参数选取实现的 n 参数方法的最优逼近误差. 一方面, 连续选参假设太弱, 实

践中切实可行的方法常需要某种数值稳定性,连续并不能保证这一点. 由此,文献 [33]对 an 和 Mn 引

入了稳定性假设,定义了若干稳定 (流形) n-宽度,并证明了 Carl型不等式 (4.3)或其带对数损失的变

体成立. 粗略地说,在文献 [33]中最弱假设下,即 an 有界且 Mn 满足一种 Hölder型条件,若忽略对数

因子, 稳定逼近的最优多项式型收敛速率至多与目标空间熵数的衰减速率相当. 但另一方面, 在适当

假设下, 文献 [82] 证明了任意从目标空间 K 到参数流形的连续映射都不是神经网络达到的最优甚至
几乎最优逼近, 连续性会排除理论上达到最优或几乎最优的逼近, 使 δn(K)X 可能低估神经网络的最

佳逼近速度.文献 [82]的结果一定程度上解释了神经网络训练结果有时表现出关于目标函数的不稳定

性. 研究适合神经网络的最优性度量仍是一个重要问题, 它促进人们更深入地理解神经网络逼近的内

在机制. 后文还将介绍由网络伪维数给出的最优性.

流形 n-宽度 δn(K)X 可以用 Bernstein n-宽度从下方估计.记 U(X)为X的单位球, K的 Bernstein

n- 宽度定义为 K 所能包含的最大 n+ 1 维球的半径, 即

bn(K)X := sup
Xn+1

sup{ρ : ρU(Xn+1) ⊂ K},

5) 否则, 最优逼近误差将始终是 0. 因为由 K 的紧性, 即使 n = 1, 对任意精度, 都存在串联有限覆盖的一维参数化 an,
使得 Mn ◦ an 实现该逼近精度.
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其中第一个上确界取遍 X 的所有 n+ 1 维线性子空间 Xn+1. 文献 [42] 证明了 δn(K)X > bn(K)X .

由 Carl 型不等式和这个关系, 我们可利用 Kolmogorov 宽度、熵数和 Bernstein 宽度来量化线性

和非线性方法的最优性. 表 4整理了这些量在 Besov空间、谱 Barron空间和 ReLUk 浅层网络变差空

间的渐近收敛率或下界, 后两个空间是由浅层网络的高维逼近研究驱动定义的, 我们将在下一节介绍.

表 4 第一行说明, Besov 空间在高维非常大, 线性方法、n 比特方法、连续选参方法或满足文献 [33] 中

稳定性假设的方法, 其逼近阶都不高于 s/d; 具体到神经网络, 若要求参数连续依赖于目标函数, 或实

践中使用有限精度编码, 在 Besov 空间必有维数灾难. 事实上, 由定理 4.2 可知, 只要目标空间熵数的

衰减率不超过 s/d 量级, 包括 Besov 为代表的经典光滑性空间, 以分片多项式、Sigmoidal 函数或一般

Pfaffian 函数 [83]、径向基函数 [154] 为激活函数的网络, 其逼近阶都在 s/d 量级, 与非线性 B 样条逼近

(定理 3.6) 相似.

至此可以看到, 神经网络在相当广泛的几类情形下都会在 Besov 空间遇到维数灾难, 如文献 [41]

中所言: “不能据此得出结论: 神经网络在逼近能力方面并未提供任何新的东西, 它们的逼近优势可能

体现在能够处理一些非传统的目标函数类.” 文献 [38] 证明了两类函数能够被 ReLU 网络以指数速度

逼近, 但很难被传统逼近子精确逼近. 其中一种具有自相似结构 (如 Takagi 函数), 另一种函数的定义

类似三角级数.

为研究和解释神经网络在高维问题中取得的成功,我们需要探索新的目标空间. 新空间应足够小,

使神经网络的逼近阶不受维数的制约; 新空间也应足够大, 包含人们真正感兴趣的高维函数. 我们将

在后两节讨论部分相关工作. 从表 4 中可以看出, 线性方法在谱 Barron 空间和变差空间中会遭受维

数灾难, 这两个空间并不太小; 而非线性方法的最佳逼近阶有可能达到 1/2, 不受维数影响.

以非线性宽度作为最优性度量,可进一步评估第 3.3小节中神经网络逼近结果的最优性. 为此,通

常需要将网络复杂度转化为非零参数个数,并检验相应编码映射与重构映射是否满足连续性或稳定性

条件. 一般而言, 从参数空间到网络函数类的重构映射连续性较易验证; 而编码映射的连续性往往依

赖具体构造,需检查原始证明. 下面举例说明. 定理 3.7的证明采用固定架构、参数量为 O(N)的网络

ΦN , 且其编码、重构映射均 Lipschitz 连续, 故它在连续逼近和稳定逼近意义下均是最优的. 文献 [66]

中的构造同样满足连续性和稳定性假设, 故其结果在这两种意义下几乎最优, 仅差对数因子. 相比之

下, 定理 3.8 所构造的网络虽连续依赖于目标函数, 但其编码映射未必连续, 不满足连续宽度的假设.

类似地, 定理 3.9 中的编码映射也未必连续, 其最优性借助 ReLUk 网络的伪维数得到.

第 3 节还介绍了以定理 3.10 和 3.11 为代表的超收敛结果, 相关结论也见表 1. 这类结果通常借

助 bit-extraction 技术, 将关于深度 L 的逼近指数提升至 2s/d. 由于深度为 L、宽度为 N 的网络参

数量为 O(LN2), 该速率严格快于连续宽度和稳定宽度所允许的最优指数 s/d, 因此达到超收敛率的

网络不满足连续或稳定选参条件. 事实上, 这些构造中至少部分网络参数会随深度增加或逼近误差减

小而指数增长, 如编码精细几何结构的特殊权重 [185] 或子网络中实现二进制位提取所需要的斜率参

数 [105,156,159]. 在实践中表示这类网络需要随精度提升而不断增加比特数, 这些额外要求对网络的数

表 4 Besov 空间、谱 Barron 空间和变差空间的 n- 宽度和熵数, Ω = [0, 1]d, X = L2(Ω), K 取空间 Y 的单

位球 U(Y )

目标空间 Y Kolmogorov n- 宽度 dn 熵数 ϵn Bernstein n- 宽度 bn

Besov 空间 Bs
p,q(Ω) n

− s
d
+( 1

p
− 1

2
)+ [147] n− s

d [43] n− s
d [43]

谱 Barron 空间 Bs(Ω) & n− s
d [165] & n− 1

2
− s

d [144] & n− 1
2
− s

d [165]

变差空间 K (Pk) & n− 2k+1
2d [165] n− 1

2
− 2k+1

2d [165] & n− 1
2
− 2k+1

2d [165]
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值稳定性、可训练性及实际应用均构成显著挑战. 值得一提的是, 文献 [23] 给出了一个基于参数范数

约束刻画最优性的结果:对于采用 Lipschitz激活函数, 或导数增长由多项式控制的可微激活函数的网

络, 若其非零权重个数不超过 N , 且权重幅值至多按 N 的某个多项式增长, 则该网络类对目标空间所

能达到的关于 N 的最优逼近率, 不会快于该空间熵数的多项式衰减率.

本节最后, 介绍一个由目标空间度量熵和逼近集合伪维数给出的 Lp 范数下的一般下界 (参见文

献 [1]). 设 X ⊂ Rd, 函数集合 G ⊆ RX , 若对 X 的子集 S = {xi}Ni=1, 存在函数 r : S → R, 使得对任意
E ⊆ S, 均存在 gE ∈ G 满足 gE(xi) > r(xi) 当且仅当 xi ∈ E, i = 1, 2, . . . , N , 则称 S 被 G 伪打散. 函

数类 G 的伪维数 Pdim(G) 定义为其在 X 上能够伪打散的子集基数的上确界.

定理 4.2 设 1 6 p <∞, X ⊂ Rd 可测, 赋予了概率测度 µ. 令 F 为一个从 X 到 [a, b] 的可测函

数集合, a < b, 且存在 c0, ε0, α > 0, 使得 Hε(F )Lp(µ) > c0ε
−α, ∀ ε 6 ε0

6).

(1) 若 Pdim(G) <∞, 则存在仅依赖于 b− a, p, c0, ε0 和 α 的常数 c1, ε1 > 0, 使得7)

E(F,G)Lp(µ) > min{ε1, c1 Pdim(G)−
1
α log−

2
α (Pdim(G))}.

(2) 设 σ 为分段多项式激活函数, 其在 K > 2 个分段上的最大次数为 ν ∈ N. G 取深度为 L、非

零参数不超过 W 个的前馈网络函数集合. 则存在 Wmin ∈ N+ 和 c1, c2, c3 > 0 使得

E(F,G)Lp(µ) >


c1W

− 2
α log−

2
α (W ), 若 ν > 2,

c2(LW )−
1
α log−

3
α (W ), 若 ν = 1,

c3W
− 1

α log−
3
α (W ), 若 ν = 0,

对任意 W >Wmin 和 L > 1.

文献 [1] 中证明了更一般的结果. 与文献 [114, 187] 相似, 定理 4.2 的证明基于一个朴素但关键的

思想: 若函数类 G 以误差 ε 逼近函数类 F , 则 G 在度量熵意义下至少 “不小于” F , 即 H2ε(F )Lp 6
Hε(G)Lp . 此后, G 的度量熵可由其胖打散 (fat-shattering) 维数和伪维数控制. 类似地, 文献 [159, 160,

185] 基于网络的 VC 维数证明了在经典光滑性空间中的逼近下界 (如定理 3.11). 这些下界的特点是

仅约束激活函数和网络规模, 无需对网络施加非线性宽度定义里的假设.

迄今为止, 我们尚未讨论激活函数对神经网络逼近精度的影响. 现有文献中的多数逼近结果主要

针对少数典型激活函数, 如 Sigmoidal 函数和 ReLU; 关于更一般激活函数的系统研究仍相对有限. 文

献 [39] 证明了, 具有两个隐藏层的 tanh 网络在逼近精度上可与深度很大的 ReLU 网络相媲美. 最近,

文献 [101] 进一步证明, 即使网络深度固定, 例如仅为 6 层或 7 层, 使用光滑激活函数的网络也可仅通

过增加宽度达到逼近 Hölder 函数的最优速率. 光滑激活函数 (如 Swish, GELU 和 Tanh 等) 的一个显

著优势在于其具备所谓的 “光滑自适应”. 相比之下, ReLU 网络不具备该性质. 若需用 ReLU 网络逼

近高度光滑的函数,则必须增加网络深度;目标函数越光滑,逼近精度要求越高,所需层数亦随之增加.

此外, ReLU 网络的逼近阶受到深度的严格限制, 存在所谓的 “深度瓶颈”. 具体而言, 文献 [101] 为固

定深度的 ReLU网络建立了逼近下界,表明固定深度 ReLU网络无法对任意光滑度的目标函数达到极

小极大最优逼近率; 其可达到的逼近速率本质上受限于网络深度. 这一结果在光滑与非光滑激活函数

之间提供了一个可证明的分离性结论.

前两节总结了神经网络在经典函数空间中的逼近结果. 总体来看, 神经网络相较于多项式、小波

和三角函数等传统逼近工具并未显示出显著优势. 作为一个较新的逼近子, 神经网络的优势究竟体现

6) 此处用到打包数 Mε(K)X 与覆盖数 Nε(K)X 的等价性: M2ε(K)X 6 Nε(K)X 6 Mε(K)X .

7) 此定理中约定: 0× log2(0) = 0, 且当 P = 1 时 P− 1
α log−

2
α (P ) = +∞.
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在哪里, 仍是一个值得深入研究的问题. 一方面, 可以考察其对新型目标函数空间的逼近性能, 尤其是

对高维函数的逼近能力; 这也是下面两节的主要内容. 另一方面, 也可进一步研究其对特殊函数类的

逼近能力, 如前述 Takagi 函数及奇异函数 [74]. 此外, 神经网络与传统逼近工具之间的关系, 以及如何

推广神经网络以提升其对跨越超曲面奇性的逼近能力, 也是值得关注的方向. 众所周知, 神经网络在

逼近跨越超平面奇性方面优于传统方法 (参见文献 [26]).

5 神经网络的新型目标函数空间

前几节中我们看到, 神经网络逼近具有经典光滑性的函数多半会遭受维数灾难. 因而在高维问题

中表现优越的函数类, 应有别于经典光滑函数. 最近的研究表明, 神经网络在一些空间中确实能达到

不受维数制约的逼近阶,一个不完全的总结包括 Barron函数 [7, 8, 81]、Radon BV函数 [138]、变差空间函

数 [10, 164]、带限函数 [29]、特殊结构函数 [125]、混合 Besov函数 [167]、变指标 Besov函数 [172] 和 Korobov

函数 [129,182] 等,其中后三类函数的逼近证明都用到稀疏网格相关技术进行展开,部分证明思路和技术

与第 3.3 小节相似.

本节介绍前三类函数以及深层网络目标空间. 这些空间从神经网络本身的表示结构自然导出. 浅

层网络的基本原子是脊函数 x 7→ σ(w⊤x+ b), 考虑宽度为 N 的浅层网络

fN (x; Θ) =
1

N

N∑
k=1

akσ(w
⊤
k x+ bk), 其中参数集合 Θ := {(ak, wk, bk)}Nk=1. (5.1)

若允许宽度趋于无穷, 直观上, 上述有限求和趋于关于参数 (w, b) 的积分表示

f(x) =

∫
Ξ

σ(w⊤x+ b) dµ(w, b), x ∈ Ω. (5.2)

再将此积分表示用 N 个原子离散化,就回到宽度为 N 的浅层网络,例如 (5.1)中的 fN 可视为 (5.2)中

f 的 Monte-Carlo 离散. 因而, 适合浅层网络的函数空间应刻画上述积分表示中测度 µ 的某种最小全

变差;这正是 Barron空间、Radon-BV空间和一般变差空间的共同出发点. Maurey-Jones-Barron型引

理 [8, 10,81,150] 说明, 只要这样的测度范数有限, 就能以 Monte-Carlo 平均或贪心选点的方式得到与维

数无关的 N−1/2 型逼近; 反过来, 若一列浅层网络在路径范数一致有界的意义下逼近某函数, 该函数

也必然落入相应 Barron 类 [50, 51]. 这是上述空间作为神经网络目标函数空间的核心动机: 它们直接度

量目标函数能否被神经元原子的凸包或测度凸包有效表示, 而不是仅度量传统意义下的局部光滑性.

从 Fourier角度也有类似思想.若 f 满足 Fourier反演,则它有关于平面波字典的积分表示. Barron [7–9]

的原始谱条件要求
∫
|ξ||f̂(ξ)| dξ 有限, 其控制积分中高频原子的加权总量, 从而把 Fourier 反演转化

为浅层网络的离散化表示.

后文将从更严谨的数学角度, 介绍这些空间的定义和性质.

5.1 谱 Barron 空间 (spectral Barron space)

Barron函数类作为神经网络逼近的目标函数类最早由 Barron [8] 和 Jones [81] 引进. 我们简称其为

谱 Barron 类. 他们证明了宽度为 N 的浅层网络逼近谱 Barron 函数的收敛阶为 O(N−1/2). 与之前的

结果相比, 最引人注目的是, 收敛阶与维数无关. 文献中还有很多与谱 Barron 类相近的函数类, 我们

将在之后的小节中逐一简要介绍. 首先给出谱 Barron空间的严格定义 (参见文献 [99])并研究其性质.

定义 5.1 (谱 Barron 空间) 设 f ∈ S ′(Rd), 对任意 s ∈ R, 定义谱半范数

υf,s: =

∫
Rd

|ξ|s |f̂(ξ)| dξ,
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其中 |ξ| 是向量 ξ 的 ℓ2 范数. 定义谱 Barron 范数 ∥ f ∥Bs := υf,0 + υf,s 和 s 阶谱 Barron 空间

Bs(Rd): = {f ∈ S ′(Rd) | ∥ f ∥Bs <∞}.

事实上, 谱 Barron 空间的概念可追溯至 Hörmander [72] 于 20 世纪 60 年代提出的一个函数空间;

该空间后来被称为 Hörmander 空间 [127], 主要用于研究微分算子以及拟微分算子的谱理论.

需要指出的是, 谱范数定义中通常采用的 ℓ2 范数, 也可以替换成其他范数, 如 ℓ1 范数. 在某些区

域内, 采用 ℓ1 范数得到的逼近误差可以比 ℓ2 范数获得更小的常数因子 [8, 27].

在 Barron 和 Jones 等的原始文献中, 谱 Barron 空间并未被严格定义, 主要问题在于未能精确刻

画函数 f 所属的可容许函数类. 这些作者仅简单地将具有 Fourier 变换的函数类视为谱 Barron 空间

的可容许集合.然而, 这种定义存在缺陷:某些显而易见的谱 Barron函数类并不构成完备的度量空间,

因而不是 Banach 空间. 例如, 文献 [93] 定义的如下函数类, 并不是 Banach 空间:

B̃s(Rd): = {f ∈ L1(Rd) | ∥ f ∥B̃s := υf,0 + υf,s <∞}, (5.3)

B̃s(Rd) 关于范数 ∥ · ∥B̃s 不完备性的证明参见文献 [99, 引理 2.3].

有界区域 Ω 上的谱 Barron 空间 Bs(Ω) 定义如下:

定义 5.2 设 s ∈ R, f 是有界区域 Ω ⊂ Rd 上的函数, x0 ∈ Ω. 定义谱半范数和范数分别为

υf,s,Ω: = inf
fe|Ω=f

∫
Rd

|ξ|sΩ,x0
|f̂e(ξ)| dξ,

∥ f ∥Bs(Ω) : = inf
fe|Ω=f

∫
Rd

(1 + |ξ|sΩ,x0
)|f̂e(ξ)| dξ,

其中下确界关于所有 f 在 Rd 上的延拓 fe ∈ S ′(Rd) 取, 向量对偶范数8)

|ξ|Ω,x0 : = sup
x∈Ω

|(ξ, x− x0)| . (5.4)

谱 Barron 空间 Bs(Ω) 定义为 Bs(Ω): = {f : Ω → R | ∥ f ∥Bs(Ω) <∞}.
以下命题整理了谱 Barron 空间的基本性质, 其中性质 (i) 可显著简化文献 [8, 第 7 节] 中判别一

个函数是否属于谱 Barron 空间的验证过程. 性质 (i) 在 Ω = Rd 情形的证明非常标准, 参见文献 [72];

性质 (ii) 的证明较初等, 参见文献 [99]; 性质 (iii) 可在文献 [72, 定理 2.2.2] 中找到, 我们在此给出了具

体的嵌入常数.

命题 5.1 (i) 设 Ω = Rd 或 Ω ⊂ Rd 为有界区域, 则对任意 s ∈ R, Bs(Ω) 是 Banach 空间. 进一

步地, 对任意 s > 0, Bs(Ω) 在如下等价范数下构成 Banach 代数: ∥ f ∥Bs
∗(Rd) := ∥(1 + |·|)sf̂∥L1(Rd); 以

及当 Ω 有界时, ∥ f ∥Bs
∗(Ω) := inffe|Ω=f ∥ fe ∥Bs

∗(Rd) .

(ii) 谱范数 υf,s 关于 s 为 log 凸函数. 具体地, 对任意的 0 6 s1 6 s 6 s2 及 0 6 α 6 1, 设

s = αs1 + (1− α)s2, 则

υf,s 6 υαf,s1υ
1−α
f,s2

且 ∥ f ∥Bs(Rd) 6 ∥ f ∥αBs1 (Rd) ∥ f ∥
1−α
Bs2 (Rd) .

(iii) 若 0 6 s1 6 s2, 则 Bs2(Rd) ↪→ Bs1(Rd), 且 ∥ f ∥Bs1 (Rd) 6 ( 2− s1/s2 ) ∥ f ∥Bs2 (Rd) .

8) 注意到, |ξ|Ω,x0 中基点 x0 的不同选取是等价的, 因为对任意 x0, x1 ∈ Ω, 有

sup
x∈Ω

|(ξ, x− x0)| 6 sup
x∈Ω

|(ξ, x− x1)|+ |(ξ, x1 − x0)| 6 2 sup
x∈Ω

|(ξ, x− x1)| .
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证明 我们仅证明 Ω为有界区域的情形,此时向量范数 |ξ|Ω,x0 和 |ξ|等价. 我们仅需在等价范数

∥ f ∥Bs
∗(Rd) 和 ∥ f ∥Bs

∗(Ω) 下证明. 定义限制映射 RΩ : Bs(Rd) → D′(Ω), RΩF = F |Ω. 任取 ϕ ∈ C∞
0 (Ω),

视其为 C∞
0 (Rd) 中的函数, 则

|⟨RΩF, ϕ⟩| = |⟨F, ϕ⟩| 6
∫
Rd

(1 + |ξ|)s|F̂ (ξ)|(1 + |ξ|)−s|ϕ̂(−ξ)| dξ.

由于 ϕ̂ ∈ S (Rd) 是 Schwartz 函数, 所以可得到 F 7→ ⟨RΩF, ϕ⟩ 是 Bs(Rd) 上的连续线性泛函, 则

Ns
Ω := kerRΩ = {F ∈ Bs(Rd) : F |Ω = 0}

是 Bs(Rd) 的闭线性子空间. 按定义, 有 Bs(Ω) = RΩ(Bs(Rd)). 由商范数的定义知, 映射

Bs(Rd)/Ns
Ω → Bs(Ω), F +Ns

Ω 7→ F |Ω

是等距同构. 由文献 [35, 第 III 章, 定理 4.2(b)] 知 Bs(Ω) 是 Banach 空间. 当 s > 0, Ns
Ω 还是 Banach

代数 Bs(Rd) 中的闭理想: 若 F |Ω = 0, 则对任意 G ∈ Bs(Rd) 有 (FG)|Ω = 0. 由文献 [35, 第 VII 章,

定理 2.6] 可知, Bs(Ω) 在等价范数下构成 Banach 代数.

当 s > 0 时, 谱 Barron 函数满足点态 Fourier 反演

(f̂∨)(x) = f(x), a. e. x ∈ Rd. (5.5)

此性质在神经网络逼近定理的证明中非常关键, 它常用于推导目标函数的某种积分表示, 如 (5.2). 但

人们通常假设点态 Fourier 反演自动成立. 该结果的准确表述及证明参见文献 [99, 引理 2.1].

关于 Bs(Rd) 中函数的运算性质, 最著名的是下面的 Wiener-Lévy 定理 [96, 177]:

定理 5.1 设 s > 0, f ∈ Bs(Rd), F 是一个满足 F (0) = 0 的实解析函数, 则 F ◦ f ∈ Bs(Rd).
上述定理中, 一个典型的例子是 F (x) = ex − 1. 关于谱 Barron 空间的更多性质, 特别是代数性

质, 在专著 [72] 中有详尽的讨论. 然而, 谱 Barron 空间和标准函数空间 (如 Hölder 空间、Sobolev 空

间以及 Besov 空间) 的嵌入关系很长一段时间以来并不明确, 文献 [58] 将其列为一个公开问题. 文献

[99] 给出了如下谱 Barron 空间和 Besov 空间的双边嵌入关系.

定理 5.2 记 νd 是 d 维单位球的体积. 设 s > 0, 则有如下嵌入关系和相应的范数控制:

B
s+d/2
2,1 (Rd) ↪→ Bs(Rd) ↪→ Bs∞,1(Rd), (5.6)

2−s ∥ f ∥Bs
∞,1(Rd) 6 ∥ f ∥Bs(Rd) 6 2s+1+d/2√νd ∥ f ∥Bs+d/2

2,1 (Rd)
. (5.7)

嵌入关系 (5.6) 在下面的意义是最优的:

Bαp,q(Rd) ↪→ Bs(Rd) 当且仅当 Bαp,q(Rd) ↪→ B
s+d/2
2,1 (Rd),

Bs(Rd) ↪→ Bαp,q(Rd) 当且仅当 Bs∞,1(Rd) ↪→ Bαp,q(Rd).

嵌入关系 (5.6) 的一些较弱的版本散见于之前的文献. 例如, 文献 [8] 叙述了当 α > 1 + d/2 时,

Hα(Rd) ↪→ B1(Rd).

事实上, 注意到嵌入关系 Hα(Rd) = Bα2,2(Rd) ↪→ B
1+d/2
2,1 (Rd), 上述结果就是 (5.6) 中第一个嵌入关系

的直接推论. 再如, Pinkus [148] 给出了在单位球上的双边嵌入关系

W ⌈d/2⌉+1,∞ ↪→ B1 ↪→W 1,∞ ↪→W 1,2.

2035



明平兵等: 神经网络的逼近理论: 从经典到高维

它是定理 5.2 的直接推论, 感兴趣的读者可自行验证. 嵌入不等式 (5.7) 右端的常数虽含维数因子, 但

该因子随维数增大而趋于 0, 故不随维数增长, 因为

2s+1+d/2√νd ∼
2s+1

(πd)1/4

(
8πe

d

)d/4
→ 0, 当 d→ ∞ 时.

下面给出定理 5.2 中嵌入关系的证明. 嵌入关系最优性的证明比较复杂, 参见文献 [99].

定理 5.2 的证明 我们只需要证明范数估计 (5.7). 对任意 f ∈ Bs(Rd), 有

∥ f ∥Bs(Rd) =
∞∑
j=0

∫
Rd

(1 + |ξ|s)φj(ξ)|f̂(ξ)| dξ

6
∞∑
j=0

(∫
supp φj

(1 + |ξ|s)2 dξ

)1/2

∥φj f̂∥L2(Rd).

注意到对于任意的 j ∈ N, 有∫
supp φj

(1 + |ξ|s)2 dξ 6
∫
06|ξ|62j+1

(1 + |ξ|s)2 dξ

6 2ωd−1

∫ 2j+1

0

(1 + r2s)rd−1 dr 6 4νd2
(j+1)(2s+d).

因此, 综合上面两个估计, 利用 Plancherel 定理可得

∥ f ∥Bs(Rd) 6 2s+1+d/2√νd
∞∑
j=0

2j(s+d/2)∥(φj f̂)∨∥L2(Rd). (5.8)

(5.7) 中第二个不等式得证. 其次, 对 f ∈ Bs(Rd), 有 φj f̂ ∈ L1(Rd). 由 Hausdorff-Young 不等式, 可得

∥ f ∥Bs
∞,1(Rd) 6

∞∑
j=0

2sj∥φj f̂∥L1(Rd)

6 ∥φ0f̂∥L1(Rd) + 2s
∞∑
j=1

∫
Rd

φj(ξ) |ξ|s |f̂(ξ)| dξ.

因此, ∥ f ∥Bs
∞,1(Rd) 6 υf,0 + 2sυf,s. 嵌入不等式 (5.7) 得证.

从定理 5.2 出发, 容易给出谱 Barron 空间与 Sobolev 空间、Hölder 空间的嵌入关系.

推论 5.1 设 s > 0, 以下三个嵌入关系成立:

(i) 若 1 6 p 6 2 且 α > s+ d/p, 则 Wα,p(Rd) ↪→ Bs(Rd);
(ii) 若 s 不是正整数, 或 s 是正整数且 d > 2, 则 W s+d,1(Rd) ↪→ Bs(Rd);
(iii) Bs(Rd) ↪→W s,∞(Rd) 且 Bs(Rd) ↪→ Cs(Rd).
推论 5.1 的性质 (i) 和 (iii) 可直接由定理 5.2 得到, 性质 (ii) 参见文献 [99, 推论 2.13]. 直观上,

可将 s 视为谱 Barron 空间的光滑性指标, 这是 Barron 函数类一个较为普适的性质, 如下一小节定义

的 Barron 空间以及文献 [122] 引入的空间都有类似的性质. 下面对性质 (iii) 中 Bs(Rd) ↪→ Cs(Rd) 在
0 6 s 6 1 的情形给出一个初等证明.
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推论 5.1 的证明 设 06s61. 由 Fourier反演 (5.5)得 supx∈Rd |f(x)|6υf,0.对任意 x, y ∈ Rd,有

f(x)− f(y) =

∫
Rd

f̂(ξ)
(
e2πix·ξ − e2πiy·ξ

)
dξ.

直接计算可知 |e2πix·ξ − e2πiy·ξ| 6 2 且 |e2πix·ξ − e2πiy·ξ| 6 2π|ξ||x− y|. 因此, 对任意 s ∈ [0, 1], 有

|e2πix·ξ − e2πiy·ξ| 6 21−s(2π|ξ||x− y|)s = 2πs |ξ|s |x− y|s .

综合以上两个不等式可得

|f(x)− f(y)| 6
∫
Rd

|f̂(ξ)||e2πix·ξ − e2πiy·ξ| dξ 6 2πsυf,s |x− y|s .

故当 0 6 s 6 1 时, Bs(Rd) ↪→ Cs(Rd) 且 ∥ f ∥Cs(Rd) 6 2πs ∥ f ∥Bs(Rd), 嵌入常数与 d 无关.

上述推论可以从熟知的嵌入关系直接推导出. 上述证明可大幅简化文献 [122, 定理 4.4] 的证明.

定理 5.2 和推论 5.1 基本廓清了谱 Barron 空间、Besov 空间、Hölder 空间以及 Sobolev 空间之间

的嵌入关系. 谱 Barron 空间和其他函数空间如位势空间的嵌入关系也可以从上述结论直接推导出.

5.2 Barron 空间

本小节介绍 E 等 [50] 引进的 Barron 空间并研究其性质, 该空间是 Barron 函数类的一个变种,

其中的函数本质上是具有无穷宽度的浅层神经网络. 首先介绍文献 [70] 中定义的基于一般激活函数

σ 的 Barron 空间. Radon 测度是具有有界全变差的正则符号 Borel 测度, 记局部紧 Hausdorff 空间

Ξ ⊂ Rd × R 上的 Radon 测度空间为M(Ξ), 符号测度 µ ∈ M(Ξ) 的全变差测度记为 |µ|. 考虑具有积
分表示 (5.2) 的函数. 由于可能存在多个不同的测度 µ 能通过 (5.2) 表示同一个函数 f , 我们将它们归

类为集合 Gσ,f |Ξ =
{
µ ∈ M(Ξ) | (5.2) 成立

}
.

定义 5.3 (Barron 空间) 设 σ = ReLUs 对某个 s > 0 或 σ 是 Lipschitz 连续的. 若 Ω ⊂ Rd 有
界, 则令向量范数 | · |∗ = | · |Ω,0 取对偶范数 (5.4), 否则 | · |∗ = | · |2. 定义 Barron 范数

∥ f ∥Bσ(Ω)|Ξ =


inf

µ∈Gσ,f|Ξ

∫
Ξ

(|w|∗ + |b|)s d|µ|(w, b), 若 σ = ReLUs 且 s > 0,

inf
µ∈Gσ,f|Ξ

∫
Ξ

(1 + |w|∗ + |b|) d|µ|(w, b), 其他情形.

则基于激活函数 σ 的 Barron 空间定义为

Bσ(Ω)|Ξ =
{
f : Ω → R | ∥f∥Bσ(Ω)|Ξ <∞

}
.

当 Ξ = Rd+1 时, 我们在上面定义的记号中省略 |Ξ. 另外, 我们简记 BReLUs(Ω)|Ξ 为 Bs(Ω)|Ξ.
Barron 函数关于浅层神经网络有 Jackson 定理和 Bernstein 定理:

定理 5.3 (参见文献 [51, 定理 1 和 2]) 设 Ω = [0, 1]d 且 σ = ReLU. 记路径范数不超过 Q 的浅

层网络集合

NQ: =

{
fN (·; Θ)如 (5.1)

∣∣∣∣ ∥Θ ∥P :=
1

N

N∑
k=1

|ak| ( |wk|Ω,0 + |bk| ) 6 Q,N ∈ N+

}
.

(1) 对任意自然数 N 以及 f ∈ Bσ(Ω), 存在两层神经网络 fN (·; Θ) 使得

∥ f − fN ∥L2(Ω) 6
√
3 ∥ f ∥Bσ(Ω)N

−1/2 且 ∥Θ ∥P 6 2 ∥ f ∥Bσ(Ω) .
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(2) 设 f∗ : Ω → R 连续. 若存在常数 Q 以及一个函数序列 {fm} ⊂ NQ 使得 fm → f∗ 在 Ω 上点

点成立, 则 f∗ ∈ Bσ(Ω) 且 ∥ f∗ ∥Bσ(Ω) 6 Q.

基于定理 5.3, 我们有理由相信 Barron 空间是浅层网络一个合适的目标函数类. 若激活函数满足∫
R
|σ′′(x)| (1 + |x|) dx <∞,

则类似的 Jackson 逼近定理同样成立. 最早被提出且研究最多的是由 ReLU 激活函数定义的 Barron

空间 B1(Rd). 基于文献 [54] 中的结果, 我们将其核心性质总结如下.

定理 5.4 (Barron函数的结构 [54]) (1)嵌入关系:设 Ω是有界区域.当 s > d/2+2时, Hs(Ω) ↪→
B1(Ω) ↪→ C0,1(Ω), 其中 C0,1 是 Lipschitz 连续函数空间.

(2) 无穷远处的渐近分解: 任意 f ∈ B1(Rd) 均可唯一分解为两部分之和, 即 f = f0 + f∞, 其中 f0

是 Rd 上的有界函数, f∞ 是正一次齐次函数, 即所有 λ > 0 满足 f∞(λx) = λf∞(x).

(3) 奇异集的几何: 设 f ∈ B1(Rd), 则存在一个集合 S ⊂ Rd, 它是可数个维数至多为 d− 1 的仿射

子空间的并集, 使得 f 在 Rd \ S 上是连续可微的.

(4) 空间的不变性: 设 Φ : Rd → Rd 为一个 C1 微分同胚. 若复合算子 CΦ : f 7→ f ◦ Φ 将 Barron

空间映射到其自身 (即对所有 f ∈ B1(Rd), 都有 f ◦ Φ ∈ B1(Rd)), 则 Φ 必须是仿射变换.

(5) 衰减性: 对任意 k > 0, 存在一个非零的 f ∈ B1(Rd) 以及一个仅依赖 k 的常数 C > 0, 使得

sup
|x|>r

|f(x)| 6 C|f(0)|r−2k−1, 对任意 r > 2−1/2.

上述定理中,性质 (1)的第一个嵌入关系可由定理 5.6和推论 5.1给出;性质 (2)表明 B1(Rd)函数
在无穷远处渐近线性增长; 性质 (4) 表明 Barron 空间对于坐标变换较为敏感; 事实上, 对于谱 Barron

空间, 性质 (4) 对应著名的 Beurling-Helson 定理 [18]. 尽管 ReLU 网络函数通常在无穷远处发散, 但性

质 (5)说明 Barron空间包含非平凡的快速衰减函数,进一步地,文献 [178]构造了具有有限 Barron半

范数的径向紧支函数. 在下面的定理中, 我们转向刻画不同激活函数 (如 ReLU, Sigmoid 以及 GELU

和 Swish 等) 所定义的 Barron 空间之间的嵌入关系 (参见文献 [70]). 它从 Barron 空间的视角说明激

活函数的选取很大程度上影响浅层网络的逼近性质.

定理 5.5 设 Ω = [0, 1]d, ψ 和 ϕ 为 Lipschitz 激活函数. 若存在 Radon 测度 γ ∈ M(R2) 使得

ϕ(x) =

∫
R2

ψ(wx+ b) dγ(w, b)

对所有 x ∈ R 成立且
∫
R2(1 + |w|+ |b|) d|γ|(w, b) <∞, 则 Bϕ(Ω) ↪→ Bψ(Ω). 此外,

(1) 对于 0 6 s 6 t, 有 Bt(Ω) ↪→ Bs(Ω);
(2) 当 ψ ∈ C1(R) 且 ψ′′ ∈ L1(R) 时, Bψ(Ω) ↪→ B1(Ω);

(3) 当 s > 1, ψ ∈ C⌈s⌉(R), 且右 Caputo 导数 ∂s+1
+ ψ ∈ L1((0,∞)) 以及左 Caputo 导数 ∂s+1

− ψ ∈
L1((−∞, 0)), 并且 Ξ 有界时, Bψ(Ω)|Ξ ↪→ Bs(Ω)|Ξ.

尽管文献 [50, 51, 54] 对 Barron 函数类进行了较为细致的研究, 但仍有不少问题未得到解决, 如

Barron 函数类与标准函数空间的关系以及基于残差神经网络的 Barron 函数类的性质等. 值得注意的

是, 文献 [70, 179] 证明了 Barron 空间与谱 Barron 空间的双边嵌入关系:

定理 5.6 [70, 179] 设 Ω ⊂ Rd 为紧集. 对任意自然数 s 和 ε ∈ (0, 1), 有

Bs+1(Ω) ↪→ Bs(Ω) ↪→ Bs−ε(Ω),
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且对于任意 f ∈ Bs(Ω), 存在仅依赖 s 的常数 C1 和 C2 使得

C1ε ∥ f ∥Bs−ε(Ω) 6 ∥ f ∥Bs(Ω) 6 C2 ∥ f ∥Bs+1(Ω) ,

其中左侧的嵌入和上式右侧的不等式对 s = 0 也成立.

结合上述嵌入关系和定理 5.2, 可得 Bs(Rd) 和 Besov 空间的双边嵌入关系

B
s+1+d/2
2,1 (Ω) ↪→ Bs(Ω) ↪→ Bs−ε∞,1(Ω),

但这个嵌入关系不是最优的, 因为这两个空间的微分维数 (differential dimension) [171] 不相等:

s+ 1 +
d

2
− d

2
= s+ 1 > s− ε = s− ε− d

∞
.

事实上, 谱 Barron 空间、(5.3) 中 B̃s(Rd) 和上述 Barron 类均可视为 Barron 原始定义的不同实

现形式. 此外, 文献 [122] 通过引入函数可积性条件, 提出了一种新的 Barron 类实现, 称之为 Barron

谱空间, 并证明了该空间确为一个 Banach 空间, 且具备与谱 Barron 空间相似的嵌入性质. 由于引入

了可积性条件, 该空间中的径向函数具备额外的衰减性质与更好的可积性. 通过引入对数光滑性, 文

献 [193] 推广了 Barron 谱空间, 并研究了该空间的嵌入性质与浅层神经网络逼近性质.

5.3 Radon BV 空间

Radon BV 空间最早在文献 [139] 中被研究, Parhi 和 Nowak 为了从连续域变分角度刻画神经网

络的训练, 并获得类似样条理论中的表示定理, 想要建立一种能够产生稀疏原子解的正则化框架. 经

典 Hilbert 正则化 (如 Sobolev 型 L2 半范数) 所对应的估计子本质上属于线性方法, 其先验偏好通常

表现为各向同性的整体光滑. 当目标函数存在局部奇异性或空间非均匀结构时, 这类正则化往往缺乏

自适应性, 从而在统计效率与结构刻画上受限.

相比之下, 测度的全变差 (TV) 范数正则化属于 Banach 空间框架, 采用这类正则项的凸变分问

题,其解集在适当条件下构成弱 ∗紧凸集,极点解通常对应于由有限个 Dirac原子组成的测度,从而在

连续域呈现原子型稀疏结构. 例如, 在一维, 若以 ∥Dkf∥M 作为正则化范数, 则最优解具有局部自适

应样条结构, 可表示为 “有限个 Green 函数的平移叠加与有限维零空间多项式之和”.

浅层神经网络的基本单元是岭函数 x 7→ σ(w⊤x− b), 其非光滑性主要沿少数方向集中. Radon 变

换提供了天然的按方向降维: Rf(α, t) 将 f 表示为方向 α ∈ Sd−1 上关于位移 t ∈ R 的一维函数. 具体

地, 对于 Schwartz 函数 φ ∈ S (Rd), 其 Radon 变换定义为

R{φ}(α, t) :=
∫
Rd

φ(x) δ(α⊤x− t) dx, (α, t) ∈ Sd−1 × R,

其中 δ 为一维 Dirac 测度. R{φ}(α, t) 是 φ 在超平面 {x ∈ Rd : α⊤x = t} 上的积分. 令 ∂t 表示对 t 的

导数, Ht 表示关于变量 t 的 Hilbert 变换, 定义 Radon 域滤波算子

Kd−1 := cd(−∂2t )
d−1
2 =

cd(−1)
d−1
2 ∂ d−1

t , d 为奇数,

cd(−1)
d−2
2 Ht ∂

d−1
t , d 为偶数,

其中 cd: = (2π)1−d/2. 基于此, 文献 [138] 定义了所谓的 Radon 化导数 Dk
R := ∂kt K

d−1 R, 并以测度范

数 RTV k(f) :=
∥∥Dk

Rf
∥∥
M 作为与岭函数结构相容的稀疏正则化项.为确保 Dk

R 的零空间为有限维多

项式空间, 还需对函数施加增长约束. 于是, Radon 域有界变差 (BV) 空间定义为 (参见文献 [138])

RBV k(Rd) :=
{
f ∈ S ′(Rd) : ∥Dk

Rf∥M <∞, ess sup
x∈Rd

|f(x)|(1 + |x|)1−k <∞
}
.
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该定义将 “Radon 域沿 t 方向的一维高阶 BV 正则” 与 “α 方向上聚合的测度范数” 结合起来. 它不

但继承了 BV/TV的保稀疏性质, 而且适应于神经元的岭结构, 为建立以下稀疏岭样条/神经网络的表

示定理奠定了理论基础.

定理 5.7 (表示定理) 考虑如下情形, 假设满足

(1) 非负损失函数 ℓ(·, ·) : R× R → R 在其第二个自变量上是凸、强制且下半连续的;

(2) 线性测量泛函 hm : RBV k(Rd) → R, f 7→ ⟨hm, f⟩, m = 1, . . . ,M , 两两线性无关且关于弱 ∗ 拓
扑是连续的, 观测个数 M 严格大于算子 Dk

R 的零空间的维数;

(3) 正则化超参数 λ > 0 为固定常数.

则对任意固定的观测向量 y ∈ RM , 如下数据拟合变分问题的解集

V := argmin
f∈RBV k(Rd)

M∑
m=1

ℓ(ym, ⟨hm, f⟩) + λRTV k(f)

非空、凸且弱 ∗ 紧. 进一步地, 若 ℓ(·, ·) 是严格凸的, 或损失函数施加了硬约束 {ym = ⟨hm, f⟩}Mm=1, 则

解集 V 等于其极点凸包的弱 ∗ 闭包, 且这些极点解都可以表示为

fridge(x) =

N0∑
n=1

vn ReLUk−1(w⊤
n x− bn) + c(x),

其中 {vn}N0
n=1 ⊂ R \ {0}, {wn}N0

n=1 ⊂ Sd−1, {bn}N0
n=1 ⊂ R, c(·) 是次数不超过 k − 1 的多项式, 并且

N0 < M. 此外, 所有解的正则化开销都相同, 为

RTV k(fridge) =

N0∑
n=1

|vn|.

定理 5.7 的核心结论是在 RBV k(Rd) 上的数据拟合变分问题, 其解集可以被完全刻画为 “浅层神

经网络 + 多项式” 所能实现的函数, 且该表示所需的神经元数严格少于观测数 M . 神经元数严格小

于测量数这一事实, 体现了 RTV k 正则所带来的稀疏化效应.

在有界区域 Ω 上, RBV k 空间可以由标准的限制做法定义

RBV k(Ω): = {f ∈ D′(Ω) : ∃ g ∈ RBV k(Rd) s.t. g|Ω = f}.

当赋予如下范数时, RBV k(Ω) 构成一个 Banach 空间

∥f∥RBV k(Ω) := inf
g∈RBV k(Rd)

∥g∥RBV k(Rd) s.t. g|Ω = f.

与定理 5.7 完全类似的表示定理同样成立, 其中网络内层参数 {(wn, bn)}N0
n=1 ⊂ ZΩ, ZΩ 为所有与区域

Ω 有非空交的超平面的参数集合

ZΩ := {z = (α, t) ∈ Sd−1 × R : {x ∈ Rd : α⊤x = t } ∩ Ω ̸= ∅}.

5.4 变差空间 (variation space)

前三小节分别从 Fourier 衰减、无穷宽网络的连续化、连续域上数据拟合变分问题三个角度引入

了与浅层网络逼近紧密相关的谱 Barron 空间、Barron空间和 Radon BV 空间. 本小节引入变差空间,
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并从变差空间的视角揭示这些空间之间的紧密联系.对给定的可分 Hilbert空间 H 中一个字典 D ⊂ H,

假设 supd∈D ∥ d ∥H = KD <∞, 考虑相对字典 D 的 Minkowski 泛函

∥ f ∥D := inf{c > 0 | f/c ∈ conv(±D)},

其中字典 D 的对称凸包

conv(±D) =
{ n∑
j=1

ajhj : n ∈ N+, hj ∈ D,
n∑
j=1

|aj | 6 1

}

也称 ∥ f ∥D 为变差范数. 变差空间 K (D) 定义为 K (D) := {f ∈ H | ∥ f ∥D < ∞}. 在范数 ∥ · ∥D 下,

K (D) 构成一个 Banach 空间, 其单位球就是 conv(±D).
有界区域 Ω ⊂ Rd 上, 谱 Barron 空间和 Barron 空间可以视为变差空间在不同字典下的实现. 对

任意 s ∈ R 和 k ∈ N, 考虑两种不同的字典, 即谱字典 Fs 和 ReLUk 字典 Pk, 分别定义为

Fs := {(1 + |ξ|)−se2πiξ·x | ξ ∈ Rd},

Pk := {σk(ω · x+ b) | ω ∈ Sd−1, b ∈ [c1, c2]},

其中常数 c1 和 c2 满足 c1 < inf{ω · x | ω ∈ Sd−1, x ∈ Ω} < sup{ω · x | ω ∈ Sd−1, x ∈ Ω} < c2.

定理 5.8 (范数等价性结果 [164]) 设 Ω 为有界区域, 则

(1) 谱字典的变差范数与等价谱 Barron 范数相等, 即当 s > 0 时, ∥f∥Fs = ∥f∥Bs
∗(Ω);

(2) P1- 变差范数与 Barron 范数的等价性:
√
d∥f∥P1 ≃ ∥f∥B1(Ω), 此处隐去的常数仅依赖于在定义

字典 P1 时所选取的常数 c1 和 c2;

(3) 模去多项式, Pk 变差范数与 Radon BV 半范数等价: infp∈Pk
∥f + p∥Pk

= 1
k!RTV kΩ (f), 其中

Pk 表示次数不超过 k 的多项式所构成的线性空间.

上述定理为浅层网络相关函数空间提供了一个统一刻画,建立了变差空间理论与 Barron和 Radon

型表征之间的严格联系, 统一了浅层网络的部分逼近研究. 定理 5.8 中, 区域有界性和条件 b ∈ [c1, c2]

是关键,它们保证了 Fs 和 Pk 是 L2(Ω)中的有界集. 定理 5.8证明的核心之一是文献 [164,引理 3],它

表明紧字典上的变差范数与积分表示中的最小测度全变差完全等价. 事实上, 沿着文献 [164, 命题 4]

相同的思路, 可证明 Pk- 变差范数和 Bk(Ω) 范数在 k ∈ N 时都等价. 此外, 由定理 5.8 和 5.6, 人们常

将谱 Barron 空间 Bk+1(Ω) 和变差空间 K (Pk) 紧密联系, 但由表 4, 这两个空间的大小实质上可能不

同, 其熵数衰减率在忽略对数因子下相差 1/(2d).

5.5 深层网络空间

前四小节介绍了由浅层网络高维逼近研究驱动定义的几个空间, 第 5.4 小节将它们一定程度地统

一起来. 我们将在第 6 节中看到, 浅层网络已能在这些空间中实现与维数无关的逼近阶. 人们更关心

的是,深层网络在什么空间中能克服维数灾难?它的逼近空间应如何刻画,能否建立相应的 Jackson定

理和 Bernstein 定理? 这些空间如何依赖于网络的结构和规模? 这方面的工作可分为两类, 相比于浅

层网络,还不够系统.一类是构造性地推广浅层网络空间,如深层 Radon BV空间 [140,142]、树状 Barron

空间 [53]、流诱导的空间 [51]、具有组合结构的 Sobolev 函数空间 [125] 等, 其优点是将浅层网络的一些

结果推广至深层 (如正逼近定理), 反映了深层网络结构的某些特点, 但缺少一般性和统一性. 深度分

离现象 (见第 7 节) 让人们认识到网络深度的增加可能显著增强网络的表达能力, 但从函数空间角度

刻画深度增加时, 网络能高效逼近的函数类究竟变大了多少, 目前尚不明确. 另一类是文献 [63], 该工
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作定义了深层网络的逼近空间, 研究某个网络架构和规模下, 网络能达到某一逼近阶的全体目标函数

构成的空间, 刻画这些空间之间的关系以及它们与经典函数空间之间的关系. 下面介绍该类逼近空间

中的部分核心内容.

考虑 X 的任意子集族 Σ = (Σn)n∈N, 其中 Σn ⊂ X. 对 f ∈ X, α ∈ (0,∞) 和 q ∈ (0,∞], 定义

∥f∥Aα
q (X,Σ) :=


( ∞∑
n=1

|nαE(f,Σn−1)X |q 1
n

)1/q

, 若 0 < q <∞,

sup
n>1

nαE(f,Σn−1)X , 若 q = ∞,

其中 E(f,Σn−1)X 如 (4.2) 中定义, ∥f∥Aα
q (X,Σ) ∈ [0,∞]. 关联的逼近类定义为

Aαq (X,Σ) :=
{
f ∈ X : ∥f∥Aα

q (X,Σ) <∞
}
.

当 q = ∞ 时, 该类恰好是满足 E(f,Σn)X = O(n−α) 的全体 f ∈ X; 而对应 0 < q < ∞ 的类则是该类
的精细变体. 本小节中, 令 d, k ∈ N+ 任取, 区域 Ω ⊆ Rd. 当 p ∈ (0,∞) 时, X := Lp(Ω;Rk); 当 p = ∞
时, X 为定义在 Ω 上取值于 Rk 在无穷远处消失的一致连续函数空间, 并赋予上确界范数.

对于神经网络, 设 σ 为激活函数, L : N+ → N+ ∪ {∞} 为一个深度增长函数, 它单调不减. 当复

杂度为 n 时, 记 SWn(X,σ,L ) 和 SRn(X,σ,L ) 分别表示 N k
d (σ;L (n)) ∩X 中非零权重数不超过 n

和神经元总数不超过 n 的网络函数的集合. 定义相应的逼近空间

SWα
q (X,σ,L ) := Aαq (X, (SWn(X,σ,L ))n∈N+)

和

SRα
q (X,σ,L ) := Aαq (X, (SRn(X,σ,L ))n∈N+).

文献 [63] 将由上述两类网络定义的逼近空间称为严格 σ- 网络逼近空间. 若允许某些神经元的激活函

数取恒等映射, 则称其为广义 σ- 网络, 可类似地定义 Wn, Rn, Wα
q 和 Rα

q . 广义网络涵盖多种重要网

络结构, 如多层稀疏线性变换 [92], ResNet [69] 和 U-net [153].

以下定理建立了深层网络生成的逼近空间构成结构良好的拟 Banach 空间的充分条件.

定理 5.9 (逼近空间的完备性与结构) 设逼近率 α > 0及 q ∈ (0,∞]任取. 记网络的最大深度上

界 L := supn∈N+
L (n). 假设以下两个性质之一成立:

(1) σ 是连续且非多项式函数, L > 1, 且区域 Ω 是有界的;

(2) 网络函数集 N 1
d (σ;L) ∩ Lp(Rd) 中包含某个非零的、紧支集的、有界的非负函数 g ̸≡ 0.

则逼近空间 (Wα
q (X,σ,L ), ∥ · ∥Wα

q
) 和 (Rα

q (X,σ,L ), ∥ · ∥Rα
q
) 均为拟 Banach 空间.

一个有趣的结果是, 在适当条件下, 严格与广义 σ- 网络诱导的逼近空间相同, 此时跳跃连接并不

改变逼近空间的大小, 即不提升该意义下的逼近表达能力. 具体结论见定理 5.10.

定理 5.10 (严格与广义网络的逼近空间) 设可测集 Ω 测度非零, 且以下两个条件之一成立:

(1) Ω 有界, σ 连续, σ 在某个 x0 ∈ R 处可微且 σ′(x0) ̸= 0;

(2) 可以用 m ∈ N+ 项 σ 表示 R 上的恒等映射.

则对任意 α > 0, q ∈ (0,∞], 存在常数 C 使得

SWα
q (X,σ,L ) = Wα

q (X,σ,L ), ∥ · ∥Wα
q
6 ∥ · ∥SWα

q
6 C∥ · ∥Wα

q
,

SRα
q (X,σ,L ) = Rα

q (X,σ,L ), ∥ · ∥Rα
q
6 ∥ · ∥SRα

q
6 C∥ · ∥Rα

q
.

(5.9)
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ResNet 是广义网络的特例, 在逼近空间意义下, 其表达能力并不显著优于严格网络. 要理解残差

结构有助于深层网络训练这一经验事实 [69], 需进一步研究具体架构所诱导的逼近类 [63].

以下定理阐明了 ReLUr 激活函数下严格与广义网络逼近空间的等价性和完备性.

定理 5.11 设任意 α > 0, q ∈ (0,∞], r ∈ N+. 令 σ = ReLUr. 则 (5.9) 成立, 逼近空间等价.

对空间完备性, 若 L := supn∈N+
L (n) 满足最小深度条件: L > 2, 或在 Ω 有界或 d = 1 时, L > 1,

则逼近空间 (Wα
q (X,σ,L ), ∥ · ∥Wα

q
) 和 (Rα

q (X,σ,L ), ∥ · ∥Rα
q
) 均为拟 Banach 空间.

研究神经网络逼近空间为理解网络的表达能力提供了新视角, 也为将逼近论各种成果应用于深

度网络奠定了基础, 然而相关进展仍远未成熟. 第 3.3 小节中的结果提供了经典光滑性空间与神经网

络逼近空间之间的部分嵌入关系, 但定理 5.2 所刻画的最优双边嵌入关系才是我们最希望建立的. 除

了谱 Barron 空间之外, 其他 Barron 类与经典函数空间之间的双边嵌入关系也仍有待深入研究. 这

些嵌入关系及其空间性质不仅是研究高维偏微分方程适定性的理论基础, 近期相关工作可参见文献

[31, 57, 60, 65, 128], 同时也被用于研究偏微分方程中的一些经典问题, 如 Hele-Shaw [34]、Navier-Stokes

方程 [94] 和 Boltzmann 方程 [48] 等.

6 Barron 型空间上神经网络的高维逼近: 最优速率与深度增益

6.1 浅层网络在 Barron 空间、Radon BV 空间和变差空间中的逼近理论

上一节介绍了神经网络高维逼近研究中定义的若干新型目标函数空间,它们的共同点是神经网络

在其中都能实现与维数无关的逼近阶. 本节重点讨论神经网络在 Barron型空间上的各类逼近结果,它

们都是在 Barron [7–9] 和 Jones [81] 的奠基性工作上发展起来的, 相关的工作甚多, 基于第 5 节的准备,

我们可以把这些结果统一起来. 基于定理 5.8, 对于 Barron 空间、Radon BV 空间以及字典 Pk 下的变
差空间, 在范数等价意义下, 逼近结果可以相互迁移; 基于定理 5.6, Bs+1(Ω) 中谱 Barron 函数的逼近

结果可由变差空间中的逼近结果给出;基于定理 5.2,我们还能将这些结果与经典光滑性空间中的结果

相比对. 因此, 本小节重点介绍变差空间中的逼近结果, 第 6.2 和 6.3 小节专门介绍谱 Barron 空间中

的逼近结果.

对第 5.2 小节中定义的 Barron 空间, 定理 5.3 给出了其正逼近定理和逆逼近定理. 进一步地, 文

献 [97]构建并刻画了浅层 ReLUk 网络适配的扩展 Barron空间 Bk1 ,证明了浅层 ReLUk 网络在 Hm(Ω)

范数下可实现 O(N−1/2) 的逼近率, 其中 0 6 m 6 k, 当 m < k 时逼近率可提升为 O(N−1/2−1/d).

下面给出浅层网络在变差空间的最优逼近结果 (参见文献 [161, 165]). 在范数等价意义下, 文献

[6, 141,188] 的结果与定理 6.1 紧密相关或是它的特殊情形.

定理 6.1 设 Ω 为 d 维单位球, k ∈ N 且 0 6 m 6 k. 记外层系数 ℓ1- 模有界的浅层网络集合

Σ1
n(Pk) := {

∑n
i=1 aidi, ai ∈ R, di ∈ Pk,

∑n
i=1 |ai| 6 1}. 则存在仅依赖 d 和 k 的常数 C1 和 C2 使得

sup
∥f∥Pk61

inf
fn∈Σ1

n(Pk)
∥f − fn∥Wm,∞(Ω) 6 C1n

− 1
2−

2(k−m)+1
2d ,

sup
∥f∥Pk61

inf
fn∈N (ReLUk;1,n)

∥f − fn∥L2(Ω) > C2(n log n)
− 1

2−
2k+1
2d .

由文献 [114, 定理 3] 和 [165, 推论 3], 上述逼近上下界在 k = 0 时同样适用于一般的具有有界变

差的 Sigmoidal 激活函数. 定理 6.1 的上界是比较强的, 误差范数是 L∞ 型的, 且对网络外层系数有

ℓ1 控制. 定理 3.9 的上界是嵌入关系 H(d+2k+1)/2(Ω) ⊂ K1(Pk) 和上述定理的直接推论. 定理 6.1 的证

明依赖于几何偏差理论 [118–120], 在文献 [161] 之前, 文献 [6,109] 分别使用文献 [118,119] 的结果, 证明
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了 k = 1 和 k = 0 情形下的 L∞ 范数逼近, 而文献 [161] 改进并推广了这些结果. 进一步地, 文献 [45]

定义了依赖超平面切割与边界位置的加权变差空间, 并证明了该空间虽严格大于无权变差空间, 但仍

具有与定理 6.1 相同的最优 L2 逼近率, 揭示了区域几何是刻画浅层 ReLU 可逼近函数类的一个本质

因素.

6.2 浅层网络在谱 Barron 空间中的逼近理论

浅层网络逼近谱 Barron 函数可追溯到 Barron 的原始文献 [8, 定理 1], 我们将结果叙述如下:

定理 6.2 设 Ω ⊂ Rd 有界, f ∈ B1(Ω). 则对任意 Sigmoidal函数 σ, Ω上概率分布 µ和 N ∈ N+,

存在 ΦN =
∑N
k=1 ckσ(a

⊤
k ·+bk) + c0,

∑N
k=1 |ck| 6 2υf,1,Ω, c0 = f(0), 使得

∥f − ΦN∥L2(Ω;dµ) 6 2υf,1,ΩN
−1/2.

Barron [8] 假设目标函数类形如 B̃1(Rd)且更加宽泛.定理 6.2最值得关注的是其 1/2阶收敛率.有

趣的是,由嵌入关系 (5.6), Bs(Rd)包含 Besov空间 B
s+d/2
2,1 (Rd),若用 N 个 B 样条来逼近 B

s+d/2
2,1 (Rd)

中的函数, 则收敛率也大致是 N−1/2, 这是逼近论中的经典结论 (参见文献 [40,135]). 与标准样条逼近

不同, 除谱范数外, 定理 6.2 估计中的常数均为显式且与维数无关的. 但谱范数本身通常依赖于维数,

例如 f 是一个 Gauss 函数, υf,1 ≃ d1/2, 其他例子可参见文献 [8, 93]. 同时对一般的函数, 精确计算其

谱范数并非易事, 文献 [8, 93] 中有相关的初步讨论; 事实上, 判定一个函数是否属于某个谱 Barron 空

间也非平凡, 文献 [93] 更将其列为一个公开问题. 另外需指出, Bs(Rd) 本质上属于 Donoho 定义的混

合变差空间 [47], 该空间的光滑性指标 s 与维数无关, 但该空间中的函数的光滑性确实依赖维数.

定理 6.2 的证明可基于如下引理, 也被称为 Maurey-Jones-Barron 引理.

引理 6.1 (2- 型 Banach 空间下的 Maurey-Pisier 引理 [150]) 设 (X, ∥ · ∥) 为一个 2- 型 Banach 空

间, 即存在常数 T2(X) > 0, 使得对于 X 中任意有限个独立零均值的随机变量序列 {Zi}ni=1 有

E
∥∥∥∥ n∑
i=1

Zi

∥∥∥∥2 6 T 2
2 (X)

n∑
i=1

E∥Zi∥2.

设 G ⊂ X 为有界子集, 满足 supg∈G ∥g∥ 6 B, 并设 f ∈ conv(G)属于 G的闭凸包. 则对任意正整数 n,

存在至少一组 {gi}ni=1 ⊂ G 使得 ∥∥∥∥f − 1

n

n∑
i=1

gi

∥∥∥∥ 6 T2(X)B√
n

.

引理 6.1 一度构成了神经网络逼近理论的基石. 任一 Hilbert 空间是 T2 = 1 的 2- 型 Banach 空

间; 当 2 6 p <∞ 时, 概率空间上的 Lp 空间亦是 2- 型 Banach 空间, 其 T2 为 Khintchine 不等式中的

最优常数 Cp =
√
2π−1/pΓ((p + 1)/2)1/p [67], 其中 Γ 表示 Gamma 函数, Cp 量级为

√
p. 不同于 Jones

在 Hilbert 空间中使用的构造性贪心算法, Banach 空间版本的证明常依赖于概率方法, 即证明随机抽

样的均值在期望上满足误差界, 从而推导出存在性.

有关浅层网络逼近谱 Barron 函数的进一步研究, 一个重要问题是探求最优收敛率. 这方面,

Makovoz [114,115] 首先观察到对某些特定的字典, 半阶收敛率可以改进:

引理 6.2 (参见文献 [114, 定理 1]) 设 Φ := {ϕ1, ϕ2, . . . } 为 Hilbert 空间 H 中的有界序列, 定义

εn(Φ)为使 Φ可被 n个半径为 ϵ的球覆盖的最小 ϵ. 则对任意 f ∈ K (Φ)和 n ∈ N+,存在 g =
∑
i aiϕi

具有至多 n 个非零系数 ai, 满足

∥f − g∥H 6 2εn(Φ)n
−1/2∥f∥Φ 且

∑
i

|ai| 6 ∥f∥Φ.
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当 n→ ∞ 时, 若 εn(Φ) → 0, 上述引理得到的收敛率优于引理 6.1. Makovoz 利用引理 6.2 得到了

某些 Sigmoidal浅层网络逼近其变差空间函数的最优收敛率 1/2+1/(2d),而后可迁移为对 B1 的逼近

率.针对其他字典的改进速率可参见后续工作 [6,86,163,165,180]. 改进的收敛率一般形如 1/2+O(s/d),

其中 s 表示目标函数的某种光滑性指标. 有关浅层网络在其变差空间中的最优逼近已有结果, 如定理

6.1, 但对浅层网络逼近不同光滑性的谱 Barron 函数的最优速率, 尚未完全解决. 下面展示来自文献

[163] 的上界, 它给出目前在中、高指标谱 Barron 光滑性下最好的逼近率.

定理 6.3 [163] 设 Ω = [0, 1]d, k ∈ N, 0 6 m 6 s− 1/2 且 m < k + 1/2. 则对任意 n > 2, 有

sup
∥f∥Bs(Ω)61

inf
fn∈N (ReLUk;1,n)

∥f − fn∥Hm(Ω) . n−t log(n)q,

其中隐含常数不依赖于 n, 指数 t 和 q 分别为

t =
1

2
+min

(
2(s−m)− 1

2(d+ 1)
, k −m+

1

2

)
,

q = 1{s>(d+1)(k−m+ 1
2 )+m+ 1

2}
+

(
k −m+

1

2

)
1{s=(d+1)(k−m+ 1

2 )+m+ 1
2}
.

在定理 6.3 中, 被省略的常数可能指数地依赖于维数. 取 k = m = 0, 定理 6.3 保证了在 B1/2 中

浅层网络即可达到半阶收敛, 由定理 6.6 知此情形下的收敛率是最优的. 另外, 定理 6.3 说明, 当 s 很

大时, 逼近阶会出现饱和现象; 由定理 6.5 知, 在达到饱和时定理 6.3 在相差一个对数因子的意义下也

是最优的. 其他文献中的结果 [86,180]大多可通过结合嵌入定理 (定理 5.6)和定理 6.1得到. 例如,取

s = k + 1, m = 0, 结合定理 5.6 和 6.1 可得收敛率 1
2 + 2s−1

2d , 此情形下定理 6.1 的结果仍可改进.

定理 6.2 和 6.3 中用于逼近的网络的内外层参数可能无界. 若要对这些参数加以更多的控制, 则

要求目标函数 f 更加光滑,例如,f ∈ Bs(Rd), s > 2 [86],目前并不清楚这些结果中关于目标函数光滑性

的要求是否最优. 对 Barron函数类在其他范数下的逼近结果,如无穷范数,参见文献 [7,27]. 相较于文

献 [7], 以下结果仅在 B1 正则性下就得到极大模误差的半阶收敛率, 且对网络权重和偏差有所控制.

定理 6.4 (参见文献 [27, 命题 2.2]) 设 Ω = [0, 1]d, f ∈ B1(Ω), 存在 ΦN ∈ N (ReLU; 1, 8N) 使得

∥ f − ΦN ∥L∞(Ω) 6 C
√
d υf,1,ΩN

−1/2,

其中 C 为通用常数. 此外 ΦN 的所有权重和偏置均不超过 6
√
υf,1,Ω.

本节最后, 考察 ReLUk 网络的逼近下界. 下述定理证实了目标函数非常光滑时的饱和现象, 即无

论光滑度 s 多大, 定理 6.3 中 k −m+ 1 这一最大速率均无法进一步提升.

定理 6.5 (参见文献 [163, 定理 7]) 设 Ω = [0, 1]d, k ∈ N 且 0 6 m 6 s. 则存在 f ∈ Bs(Ω) 使得

inf
fn∈N (ReLUk;1,n)

∥f − fn∥Hm(Ω) & nm−k−1,

其中隐含常数与 n 无关.

事实上, 基于定理 4.2 和 Bs(Ω) 的熵数估计 [144,165], 我们能得到另一个一般 s 时的逼近下界. 例

如, 对浅层 ReLU 网络, 收敛率不会超过 1/2 + s/d. 综合已介绍的结果和定理 6.6, 以 ReLU 激活为

例, 图 1 清晰展示了浅层网络逼近光滑性低、中、高的谱 Barron 函数所具有的不同表现和逼近率. 当

s 6 1/2 时, 最优逼近率与 s 成正比; 当 s 很大时, 逼近率饱和, 受限于激活函数; 而在中间区域, 若 d

较大, 逼近率增长速度较慢, 现有的逼近率上下限已很接近, 但阴影部分表示的理论间隙尚待弥合.

此外, 文献 [162] 证明了几类具有特定性质的一般激活函数, 其浅层网络逼近中高光滑性的谱

Barron 函数也能实现与维数无关的收敛阶.
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图 1 (网络版彩图) 浅层 ReLU 网络在谱 Barron 空间 Bs(Ω) 中的逼近率 (忽略对数因子)

注 6.1 除了深度和宽度, 参数范数也是刻画神经网络表达能力与逼近复杂度的重要因素. 其中

最常用且研究最充分的是 ℓ0 范数, 即非零参数个数; 它与网络连接的稀疏性密切相关, 前文已作详细

的讨论.在用凸组合形式的浅层网络逼近 Barron型函数时,经典结果表明,网络外层参数的 ℓ1 范数可

由目标函数的 Barron 范数或变差范数控制 (参见文献 [6,50,51,165]). 文献 [86] 进一步刻画了 ReLUk

浅层网络逼近 Barron 函数时, 逼近率与 ℓ1 型系数控制、ℓ0 型稀疏控制之间的直接联系; 定理 6.4 则

利用参数受控网络证明了 L∞ 逼近结果. 如前所述, 这类参数受控结果通常要求目标函数具有更高正

则性. 对于深层 ReLU 网络, 由 ReLU 的正齐次性, 路径范数、谱范数乘积型复杂度以及由多层结构

诱导的 Banach空间范数, 常用于刻画其表示能力与逼近复杂度 (参见文献 [11,53,59,132]). 相比之下,

关于参数 ℓ∞ 型范数如何影响逼近精度的结果仍较少. 文献 [80] 给出了在同时限制深度、宽度和权重

矩阵 ℓ∞ 范数条件下, 网络逼近 Hölder 函数的上下界估计.

从最优性的角度看, 第 4 节已介绍文献 [23] 中关于参数至多多项式增长时的最优逼近率结果. 进

一步地, 文献 [136] 给出了深度为 L、宽度为 W 且参数幅值不超过 B 的全连接 ReLU 网络类的度量

熵估计: logNε(R(d,W,L,B))Lp([0,1]d) ≍W 2L log((W + 1)LBLε−1), 其上下界仅相差绝对常数. 将该估

计与具有多项式熵增长的目标函数类的度量熵相比较, 可得相应的逼近下界; 其中 B 的影响仅以对数

形式出现. 总体来说, 误差对参数范数的精确依赖以及参数受控网络的逼近理论, 在现有文献中仍缺

乏系统刻画; 目前结果多限于特殊构造和零星下界估计. 这一问题对于理解神经网络的逼近能力、泛

化机制及其实际应用具有重要意义, 值得进一步研究.

6.3 深层网络在谱 Barron 空间中的逼近率与深度增益

定理 6.3 表明半阶收敛可在 B1/2 中达到. 从空间插值的视角, 我们猜想浅层网络可在 Bs 中达

到 s 阶收敛, s 很小时, 逼近率趋于 0. 另外, 当 s 很小时, Bs 函数可能含有较大的高频组分, 使正则

性变差且难以逼近. 是否能利用深层网络更强的表达能力, 提升对这些函数的逼近率? 以下定理给出

了肯定的回答, 展示了深度神经网络逼近光滑性较差的谱 Barron 函数的最优速率:

定理 6.6 [99] 设 Ω = [0, 1]d, s > 0, L 和 N 为任意正整数且 0 < sL 6 1/2.

(1) 若 f ∈ Bs(Rd), 则存在 fN ∈ N (ReLU;L, 2N + 4) 使得

∥ f − fN ∥L2(Ω) 6 29 υf,s,ΩN
−sL.

(2) 任取 0 < ε 6 1/2, 存在 f ∈ Bs(Rd) 满足 υf,s,Ω 6 1 + ε, 使得对任意 1 6 p 6 ∞, 有

inf
fN∈N (ReLU;L,N)

∥f − fN∥Lp(Ω) > 18−1(1− ε)N−sL.
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定理 6.6 说明, 当 s 很小时, 深度为 L 的网络对 Bs 函数的逼近率为 sL, 是浅层网络的 L 倍. 深

度为 ⌈1/(2s)⌉ 的网络能达到半阶收敛. 该结果彰显了网络深度在逼近非光滑函数时补偿函数光滑性

的重要作用. 相较于定理 6.3, 上述估计右端的常数因子是一个绝对常数, 与维数无关. 此外, 定理 6.6

适用于更一般的 (L,N)- 网络 (参见文献 [99, 注 3.10]), (2) 中的下界仅在文献 [99] 的基础上进行了简

单的改进.

深层网络函数在空间上的振荡频率可随层数的增加而指数增长 (参见文献 [130, 169]). 下面说明

定理 6.6(1) 证明的核心部分, 从而展示深层网络在逼近高频函数时的强大能力. 对任意定义在 [0, 1]

上且关于 x = 1/2 对称的函数 g, 用符号 g,n 表示函数 g 在 [0, 1] 区间内重复 n 次后的形式, 即

g,n(t) = g(nt− j), j = 0, . . . , n− 1, 0 6 nt− j 6 1. (6.1)

定义帽函数 β(t) = ReLU(2t) − 2ReLU(2t − 1) + ReLU(2t − 2). 根据 (6.1), 可知 β,n 表示一个具有 n

个峰值的三角波函数, 且可由 3n 个 ReLU 单元表示:

β,n(t) =
n−1∑
j=0

β(nt− j), 0 6 t 6 1.

引理 6.3 设 g为定义在 [0, 1]上且关于 x = 1/2对称的函数,则在 [0, 1]上有 g,n2 ◦β,n1 = g,2n1n2 .

上述引理来自文献 [169, 命题 5.1], 它说明周期变化的高频函数可以由函数复合高效表示, 其几何

解释可参见文献 [55, 图 3], 一个关键例子是 cos(2πn2β,n1(t)) = cos(4πn1n2t). 为证明定理 6.6, 我们将

推导一个谱 Barron 函数关于深层网络函数的期望表示. 为此, 对 r ∈ (0, 1), 令 χ 为区间上的特征函

数且

α(t, r) = χ[0,∞)(t− r/2)− χ[0,∞)(t− (1− r)/2).

则 supp(α(·, r)) ⊂ (0, 1/2), 且对每个固定的 r, α(t, r) 关于 t = 1/4 对称. 令

γ(t, r) = α(t+ 1/4, r)− α(t− 1/4, r) + α(t− 3/4, r).

则 γ(t, r)关于 t = 1/2对称. 由 (6.1)可知, γ,n(·, r)在 [0, 1]上良定且可用 4n个 Heaviside函数 χ[0,∞)

表示 (注意到 α(nt+ 1/4, r) 和 α(nt− n+ 1/4, r) 各只需要一个 Heaviside 函数):

γ,n(t, r) =
n∑
j=0

α(nt− j + 1/4, r)−
n−1∑
j=0

α(nt− j − 1/4, r).

上述构造的一个直接推论是以下引理 6.4. 由 Fourier 反演, 谱 Barron 函数有关于三角函数的期望表

示; 利用引理 6.4 以及 γ,n 可由深层网络高效表示, 我们将得到其关于深层网络函数的精确期望表示.

引理 6.4 对于 t ∈ [0, 1], 有下式成立:

π

2

∫ 1

0

cos(πr)γ,n(t, r) dr = cos(2πnt).

证明 对于任意 t ∈ [0, 1/2], 有

π

2

∫ 1

0

cos(πr)α(t, r) dr = π

∫ 2t

0

cos(πr) dr = sin(2πt).
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固定 t ∈ [0, 1]. 若存在整数 j 满足 0 6 j 6 n 且 |nt− j| 6 1/4, 则 γ,n(t, r) = α(nt− j + 1/4, r) 且

π

2

∫ 1

0

cos(πr)α(nt− j + 1/4, r) dr = sin(2π(nt− j + 1/4)) = cos(2πnt).

否则, 存在整数 j 满足 0 6 j 6 n− 1 且 1/4 6 nt− j 6 3/4. 此时 γ,n(t, r) = −α(nt− j − 1/4, r) 且

−π
2

∫ 1

0

cos(πr)α(nt− j − 1/4, r) dr = − sin(2π(nt− j − 1/4)) = cos(2πnt).

引理得证.

基于 Bs 函数关于深层网络的期望表示和独立无偏采样, 同时估计抽取的随机网络规模与逼近误

差, 可证明定理 6.6(1) 成立. 定理 6.6 下界的证明依赖于深层网络函数在空间上的振荡频率随层数至

多指数增长 (参见文献 [169]). 利用改进的技术,可证明定理 6.6情形下 L∞ 逼近的 O(N−sL
√
lnN)收

敛率.

我们指出, 定理 6.6 中 sL 6 1/2 是现有证明方法所引入的技术性假设, sL > 1/2 时的最优逼近

率, 以及增加网络深度是否仍能带来额外的逼近增益, 有待进一步研究. 另外, 从最优性角度, 由定理

4.2, 即使对全连接深层 ReLU 网络, 关于宽度的 sL 阶收敛率至多存在于 sL 6 1 + 2s/d 的范围内, 而

定理 6.6 中构造的网络具有特殊结构, 其权重矩阵是分块秩一的, 这不一定能充分发挥全连接网络在

1/2 < sL 6 1 + 2s/d 情况下的表达能力.

本节对 Barron 型函数类上的神经网络逼近结果作了较为系统的梳理. 对于若干典型 Barron 目

标空间,相应逼近阶已经达到最优,且主要估计与维数无关.另外,当对网络权重参数施加额外限制时,

现有逼近理论仍尚不完整; 这一问题与泛化误差估计密切相关, 值得进一步研究. 此外, 能否将本节结

果推广到更一般的激活函数, 也是值得研究的问题.

7 神经网络逼近中的深度分离现象

前文我们主要讨论了什么样的函数能被浅层或深层网络逼近以及逼近精度的问题, 但我们并未

专门区分浅层网络和深层网络的逼近能力, 尽管定理 6.6 证明了网络深度能补偿浅层网络对非光滑

函数逼近精度不足的问题. 事实上, 深度网络有时可用比浅层网络少得多的神经元来表达给定的函

数, 正如 Montúfar [130] 指出, 网络函数将输入空间划分成很多区域, 这些区域的个数在网络深度上是

指数级的, 而在网络宽度上是多项式级的, 从而使用浅层网络表示相同的函数需要指数量级的参数.

Telgarsky [168] 给出了一个简洁优美的构造: 对任意 k, 存在一个深度为 k 宽度为 O(1) 的 ReLU 网络,

可以表示一个定义在区间 [0, 1] 上振荡次数为 O(2k) 的锯齿函数, 但是, 这个函数无法被宽度 poly(k)

且深度仅为 O(k/ ln k)的 ReLU网络有效逼近.文献 [169]将该结论推广到更一般的半代数门模型, 涵

盖 ReLU、max、分段多项式、卷积网络、和 -积网络、提升决策树模型等,证明了存在深度为 O(k3)宽

度为 O(1) 的网络, 其函数若由仅 O(k) 层网络逼近, 则必须具有 k 指数级的参数规模. 文献 [168,169]

的核心思想均在于: 函数复合能快速增加振荡复杂度, 而浅层结构在相同规模下无法产生足够复杂的

振荡模式.

Eldan 和 Shamir [56] 构造了一个更具体的体现三层和两层网络 9) 深度分离现象的例子, 即能被

poly(d) 个神经元的三层网络表示, 但至少要 d 指数量级宽度的两层网络才能逼近的函数. 他们的主

要结果可表述如下:

9) 为沿用原文献的表述, 本节中三层和两层网络对应于定义 2.1 中深度为 2 和 1 的网络.
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图 2 (网络版彩图) (7.1) 中函数 g 关于单个变量的高频振荡结构, g 的取值仅依赖于 x 和 x′ 的相对位置, 因此

取 d = 3, x′ = (1, 0, 0), 则 g(x, x′) = sin(27πx1)

定理 7.1 [56] 若对激活函数 σ 作适当技术假设, 则存在普适正常数 c 和 C, 使得对任意维数

d > C, 存在 Rd 上的概率测度 µ 和函数 g : Rd → R, 满足:

(1) g 的值域包含于 [−2, 2], 其支集包含于 {x : |x| 6 C
√
d}, 且 g 可由一个宽度为 Ccσd

19/4 的三

层神经网络表示, cσ 是仅依赖 σ 的常数;

(2) 任意可由宽度至多为 cecd 的两层网络表示的函数 f , 都满足 Ex∼µ
(
f(x)− g(x)

)2 > c.

常见的 ReLU 和单增的 Sigmoidal 激活函数均满足上述定理, 文献 [56] 中构造的 g 和 µ 都是径

向的, 相关图解参见文献 [56, 图 1]. 类似的结果还有文献 [37, 117], 文献 [117] 中 g 是模 2 内积, µ 是

{0, 1}d ×{0, 1}d 上的均匀分布; 文献 [37] 中 µ 为 Sd−1 × Sd−1 上的均匀分布. 特别地, Daniely [37] 构造

了函数

g(x, x′) = sin(πd3⟨x, x′⟩), x, x′ ∈ Sd−1, (7.1)

并证明了 g 能被宽 16πd5/ϵ、权重 O(d3) 的三层 ReLU 网络以 ϵ 精度逼近, 但任何权重不超过 2d 的

两层 ReLU 网络, 若要以常数精度逼近 g, 其宽度至少是 2 的 d ln d 指数量级, 比 2d 量级更大. 其本质

原因是,该函数的一维分量 sin(πd3x)无法被低阶多项式有效逼近,因而两层网络难以表示其高频振荡

结构, 而三层网络则能通过近似内积再近似一维非线性的复合方式高效逼近. 图 2 给出了 g 关于单个

变量的高频振荡结构, 便于读者直观理解. 需要指出的是, 定理 7.1 对权重大小没有任何约束, 而文献

[37,117] 中要求两层网络的权重不超过指数大小. 总体来看, 深度分离现象的研究, 让人们从理论上认

识到网络深度增加可能带来的表达能力的跃升, 并挖掘和利用蕴藏于深度中的强大能力.

8 多种或特定激活函数实现指数收敛

我们在第 4 节看到很多情形下, 特别是当目标函数具有通常光滑性时, 维数灾难似乎不可避免.

但是 Kolmogorov 定理告诉我们, 如果能找到一种超级激活函数, 维数灾难不是问题. Yarotsky 等在文

献 [187, 表 1] 中完整刻画了 ReLU 网络中逼近率为 s/d 的连续相, 以及逼近率介于 s/d 与 2s/d 之间

的深层不连续相,最富想象力的是其构造 Lipschitz周期函数和 ReLU两种激活函数的网络,实现极高

效的查表、二分式解码机制, 将 Hölder 函数的主要编码信息压缩到单个编码权重中, 进而证明 W 个
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权重、深度为
√
W 的网络能达到逼近精度 O(e−c

√
W ), 即根指数收敛, 其中 c 是依赖维数和光滑性的

常数. 进一步地, 文献 [157] 使用取整函数、指数函数 2x 和阶跃函数为激活函数的深度为 3、宽度为

max(d,N)的网络,证明了对任意 f ∈ C([0, 1]d)有逼近误差 2ωf (2
√
d) 2−N +ωf (2

√
d 2−N ),其中 ωf 为

f 的连续模. 该网络深度极浅, 且逼近误差对维数 d 的依赖较弱, 但激活函数是间断的. 文献 [78] 构

造了一个以 ReLU, sin 和指数函数 2x 为激活函数的深度为 6 或 2d+ 6 的网络, 并证明了类似的指数

收敛阶, 从而收敛率与维数无关. 该网络函数是广义可微的, 可基于一阶优化方法训练. 理论上, 文献

[158] 证明了一个更强的结果: 构造了三角波函数与 softsign 函数组合而成的显式激活函数 (3.3), 并证

明了 N (σ; 11, 36d(2d+1))是 C(Rd)的万有逼近子,有限深度和宽度的网络即可做到任意精度逼近.综

上所述, 在这些结果中, 作者们通过引入周期性、指数性、离散门控或三角波式结构, 显著提升了网络

对高维信息的表达能力. 这些理论结果一方面展示了激活函数更灵活, 信息编码更加紧凑, 中小网络

也具有强大的表示能力; 但另一方面, 这些网络在实践中仍面临对编码精度和存储要求过高、难以训

练等诸多挑战, 相关问题有待进一步研究.

9 Transformer 的逼近问题

Transformer 是一类由多层多头注意力模块与逐点前馈网络交替堆叠而成的新型神经网络架构,

其中注意力机制是其核心组成部分 (参见文献 [174]).

Transformer 同样具有万有逼近性质. 文献 [189] 证明了, 对定义在紧集上的任意连续序列到序列

映射, 存在 Transformer 网络, 甚至单层 Transformer 网络, 可在任意精度下逼近该映射. 这一结果依

赖于位置编码的引入. 若无位置编码, Transformer 只能逼近置换等变映射, 即输出随输入顺序的置换

作相应置换; 而加入位置编码后, 它能逼近更一般的、对输入顺序敏感的序列映射. 这从理论上保证

了 Transformer 拥有足够强大的表达能力来处理复杂的序列任务. 最近文献 [32] 为 Transformer 类架

构的万有逼近性质建立了一个统一的理论框架, 将此前依赖具体架构显式构造的证明方式, 转变为基

于两个可验证条件的通用判定准则: 其一, 逐点前馈层满足非线性与仿射不变性; 其二, Token 混合层,

即注意力机制,满足 Token可区分性. 文中验证了多种现有 Transformer架构 (如 Softmax注意力、径

向基函数 (radial basis function, RBF) 核注意力、Performer、Linformer、SkyFormer 和 BigBird 等) 均

满足条件, 从而具备万有逼近性. 其中, 部分结果 (如 RBF 核注意力) 首次被证明. 该框架不仅能验证

现有模型, 还可用于设计具有万有逼近保证的新架构. 作为示例, 文献 [32] 构造了分别具备 Dn 对称

性 (正多边形) 和 Cn 对称性 (循环群) 的注意力机制, 证明了它们能实现对应群作用下的万有逼近.

文献 [77] 针对 Hölder 连续目标函数, 显式估计了逼近误差随网络规模, 如层数、宽度和注意力头

数,增大而衰减的速率.这些速率为比较 Transformer与循环神经网络 (recurrent neural network, RNN)

等架构在不同任务类别中的理论效率提供了定量依据.

最近, 文献 [79] 证明了 Transformer 在特定条件下可以克服 “维数灾难”. 他们证明了对于定义在

高维空间中的 Hölder 连续函数, 存在一种 Transformer 网络, 其达到指定精度所需的网络规模 (参数

数量) 仅与维数的对数或多项式相关, 而非传统方法的指数级相关. 这为 Transformer 在自然语言处

理、图像处理等超高维问题上的成功提供了一个强有力的理论解释.

10 结论与展望

本文概述了神经网络逼近理论的基本结果,重点梳理了近年来发展较快的高维函数神经网络逼近

理论. 针对目标函数属于 Barron 函数类这一特定情形, 我们进行了深入分析, 追溯了该类函数的起

源并探讨了其基本性质. 值得注意的是, 该类函数在现有文献中常以不同名称及相似定义出现, 尤其

2050



中国科学 : 数学 第 56 卷 第 9 期

在偏微分方程研究领域较为常见, 相关综述可参见文献 [122]. 关于经典神经网络逼近理论, 已有综述

[41,148]与专著 [149]进行了详尽论述,本文不再赘述. 值得一提的是,我们特别探讨了 Kolmogorov定

理在神经网络逼近中的应用, 这一内容在一般文献中较少涉及, 而该方向目前仍是神经网络逼近理论

中一个值得深入探索的问题. 受篇幅限制, 本文未能系统展开神经网络在概率分布学习与算子学习中

的逼近理论, 仅列出若干代表性文献供读者进一步参考. 概率分布学习方面, 相关研究主要包括潜变

量生成模型、生成对抗网络、归一化流、Wasserstein 生成对抗网络 (Wasserstein generative adversarial

network, WGAN)、基于得分函数的生成模型及扩散生成模型等, 其逼近机制可从推前测度、可逆变换

表示、积分概率度量和随机过程反演等角度理解;代表性工作参见文献 [4,46,61,71,85,93,107,152,166],

相关综述可参见文献 [20, 137, 181]. 在算子学习方面, 神经网络逼近非线性算子的思想可追溯到早期

算子万有逼近理论 [30], 近年来, DeepONet、神经算子和 Fourier 神经算子将该方向推进到函数空间映

射和 PDE解算子学习,并发展出相应的误差估计、复杂度界和模型降阶分析,代表性工作可参见文献

[19, 88–91,98,106,176], 综述性介绍可参见文献 [5, 22]. 此外, 本文未涉及基于微分方程的逼近问题, 强

化学习的逼近理论 [24, 103,151], 不变及等变函数的逼近理论 [14, 190,191] 以及动力系统机器学习的逼近理

论, 尤其是大模型的逼近问题. 总体而言, 这些领域的研究尚不完善, 特别缺乏定量结果, 有待进一步

发展. 本文也没有探讨深度神经网络在实际问题上的表现以及相应的算法实现, 事实上, 这方面的初

步研究 [2] 表明, 深度神经网络的理论逼近极限能力与实际场景表现有较大差距, 亟需发展有效的算法

来弥补这一差距.

以下列出若干值得进一步研究的理论问题, 其中多数为本领域尚未解决的开放问题, 也包括我们

在研究过程中注意到的若干具体问题.

(1) 古典部分: 在非渐近意义下, Besov 函数的神经网络最优逼近率.

(2) 对于给定函数, 如何判定其为 Barron 函数以及如何精确计算其谱范数.

(3) Transformer 的一般逼近理论与收敛率估计.

(4) 具有不变或等变性质目标函数的神经网络逼近理论.

(5) Kolmogorov 定理的构造性证明.
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24 Buşoniu L, de Bruin T, Tolić D, et al. Reinforcement learning for control: Performance, stability, and deep approxi-

mators. Annu Rev Control, 2018, 46: 8–28

25 Cai Y. Achieve the minimum width of neural networks for universal approximation. In: Proceedings of the Interna-

tional Conference on Learning Representations, 2023, https://openreview.net/forum?id=hfUJ4ShyDEU

26 Candès E J. Ridgelets: Theory and applications. PhD Thesis. Stanford: Stanford University, 1998

27 Caragea A, Petersen P, Voigtlaender F. Neural network approximation and estimation of classifiers with classification

boundary in a Barron class. Ann Appl Probab, 2023, 33: 3039–3079

28 Carl B. Entropy numbers, s-numbers, and eigenvalue problems. J Funct Anal, 1981, 41: 290–306

29 Chen L, Wu C. A note on the expressive power of deep rectified linear unit networks in high-dimensional spaces.

Math Methods Appl Sci, 2019, 42: 3400–3404

30 Chen T P, Chen H. Universal approximation to nonlinear operators by neural networks with arbitrary activation

functions and its application to dynamical systems. IEEE Trans Neural Netw, 1995, 6: 911–917

31 Chen Z A, Lu J F, Lu Y L, et al. A regularity theory for static Schrödinger equations on Rd in spectral Barron

spaces. SIAM J Math Anal, 2023, 55: 557–570

32 Cheng J P, Lin T, Shen Z W, et al. A unified framework for establishing the universal approximation of transformer-

type architectures. In: Advances in Neural Information Processing Systems, vol. 38. Red Hook: Curran Associates,

2025, 129131–129163

33 Cohen A, DeVore R, Petrova G, et al. Optimal stable nonlinear approximation. Found Comput Math, 2022, 22:

607–648

34 Constantin P, Pugh M. Global solutions for small data to the Hele-Shaw problem. Nonlinearity, 1993, 6: 393–415

35 Conway J B. A Course in Functional Analysis. New York: Springer, 1990

36 Cybenko G. Approximation by superpositions of a sigmoidal function. Math Control Signals Systems, 1989, 2:

303–314

37 Daniely A. Depth separation for neural networks. In: Proceedings of the 2017 Conference on Learning Theory.

Proceedings of Machine Learning Research, vol. 65. Ann Arbor: PMLR, 2017, 690–696

38 Daubechies I, DeVore R, Foucart S, et al. Nonlinear approximation and (deep) ReLU networks. Constr Approx,

2022, 55: 127–172

39 De Ryck T, Lanthaler S, Mishra S. On the approximation of functions by tanh neural networks. Neural Networks,

2021, 143: 732–750

40 DeVore R. Nonlinear approximation. In: Acta Numerica, 1998. Acta Numer, vol. 7. Cambridge: Cambridge Univ

2052

https://doi.org/10.1023/A:1022650905902
https://doi.org/10.1214/009053607000000631
https://doi.org/10.1162/089976698300017016
https://doi.org/10.1162/089976698300017016
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.98.146401
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.98.146401
https://doi.org/10.1017/S0962492921000039
https://doi.org/10.1073/pnas.38.8.716
https://doi.org/10.5802/smai-jcm.74
https://doi.org/10.5802/smai-jcm.74
https://doi.org/10.1109/TPAMI.2021.3116668
https://doi.org/10.1137/18M118709X
https://doi.org/10.1137/18M118709X
https://doi.org/10.1016/j.arcontrol.2018.09.005
https://doi.org/10.1214/22-AAP1884
https://doi.org/10.1016/0022-1236(81)90076-8
https://doi.org/10.1002/mma.5575
https://doi.org/10.1109/72.392253
https://doi.org/10.1137/22M1478719
https://doi.org/10.1007/s10208-021-09494-z
https://doi.org/10.1088/0951-7715/6/3/004
https://doi.org/10.1007/BF02551274
https://doi.org/10.1007/s00365-021-09548-z
https://doi.org/10.1016/j.neunet.2021.08.015


中国科学 : 数学 第 56 卷 第 9 期

Press, 1998, 51–150

41 DeVore R, Hanin B, Petrova G. Neural network approximation. Acta Numer, 2021, 30: 327–444

42 DeVore R, Howard R, Micchelli C. Optimal nonlinear approximation. Manuscripta Math, 1989, 63: 469–478

43 DeVore R, Kyriazis G, Leviatan D, et al. Wavelet compression and nonlinear n-widths. Adv Comput Math, 1993, 1:

197–214

44 DeVore R, Lorentz G G. Constructive Approximation. Berlin: Springer, 1993

45 DeVore R, Nowak R D, Parhi R, et al. Weighted variation spaces and approximation by shallow ReLU networks.

Appl Comput Harmon Anal, 2025, 74: 101713

46 Dinh L, Krueger D, Bengio Y. NICE: Non-linear independent components estimation. In: Proceedings of the Inter-

national Conference on Learning Representations, 2015, https://arxiv.org/abs/1410.8516

47 Donoho D. High-dimensional data analysis: The curses and blessings of dimensionality. In: AMS Math Challenges

Lecture. Los Angeles, 2000, 1–32

48 Duan R, Liu S, Sakamoto S, et al. Global mild solutions of the Landau and non-cutoff Boltzmann equations. Comm

Pure Appl Math, 2021, 74: 932–1020

49 Dubey S R, Singh S K, Chaudhuri B B. Activation functions in deep learning: A comprehensive survey and benchmark.

Neurocomputing, 2022, 503: 92–108

50 E W, Ma C, Wu L. A priori estimates of the population risk for two-layer neural networks. Commun Math Sci, 2019,

17: 1407–1425

51 E W, Ma C, Wu L. The Barron space and the flow-induced function spaces for neural network models. Constr

Approx, 2022, 55: 369–406

52 E W, Wang Q. Exponential convergence of the deep neural network approximation for analytic functions. Sci China

Math, 2018, 61: 1733–1740

53 E W, Wojtowytsch S. On the Banach spaces associated with multi-layer ReLU networks: Function representation,

approximation theory and gradient descent dynamics. CSIAM Trans Appl Math, 2020, 1: 387–440

54 E W, Wojtowytsch S. Representation formulas and pointwise properties for Barron functions. Calc Var Partial

Differential Equations, 2022, 61: 46

55 Elbrachter D, Perekrestenko D, Grohs P, et al. Deep neural network approximation theory. IEEE Trans Inform

Theory, 2021, 67: 2581–2623

56 Eldan R, Shamir O. The power of depth for feedforward neural networks. In: Proceedings of the 29th Annual

Conference on Learning Theory. Ann Arbor: PMLR, 2016, 907–940

57 Feng Y, Lu J F. Solution theory of Hamilton-Jacobi-Bellman equations in spectral Barron spaces. SIAM J Math

Anal, 2026, 58: 636–660

58 Girosi F, Anzellotti G. Rates of convergence for radial basis functions and neural networks. In: Artificial Neural

Networks for Speech and Vision. London: Chapman & Hall, 1993, 96–113

59 Golowich N, Rakhlin A, Shamir O. Size-independent sample complexity of neural networks. In: Proceedings of the

31st Conference on Learning Theory. Proceedings of Machine Learning Research, vol. 75. Ann Arbor: PMLR, 2018,

297–299

60 Golse F, Jin S, Paul T. The random batch method for N -body quantum dynamics. J Comput Math, 2021, 39:

897–922

61 Goodfellow I J, Pouget-Abadie J, Mirza M, et al. Generative adversarial nets. In: Advances in Neural Information

Processing Systems, vol. 27. Red Hook: Curran Associates, 2014, 2672–2680

62 Gordon Y, Maiorov V, Meyer M, et al. On the best approximation by ridge functions in the uniform norm. Constr

Approx, 2001, 18: 61–85

63 Gribonval R, Kutyniok G, Nielsen M, et al. Approximation spaces of deep neural networks. Constr Approx, 2022,

55: 259–367

64 Guliyev N J, Ismailov V E. A single hidden layer feedforward network with only one neuron in the hidden layer can

approximate any univariate function. Neural Comput, 2016, 28: 1289–1304

65 Guo Y, Ming P, Yu H. Generalization error estimates of a machine learning method for solving high-dimensional

Schrödinger eigenvalue problems. Sci China Math, 2026, 69: 1063–1114

66 Gühring I, Kutyniok G, Petersen P. Error bounds for approximations with deep ReLU neural networks in W s,p

norms. Anal Appl (Singap), 2020, 18: 803–859

67 Haagerup U. The best constants in the Khintchine inequality. Studia Math, 1981, 70: 231–283

68 Hanin B. Universal function approximation by deep neural nets with bounded width and ReLU activations. Mathe-

matics, 2019, 7: 992

69 He K, Zhang X, Ren S, et al. Deep residual learning for image recognition. In: Proceedings of the 2016 IEEE

Conference on Computer Vision and Pattern Recognition (CVPR). Las Vegas: IEEE, 2016, 770–778

2053

https://doi.org/10.1017/S0962492921000052
https://doi.org/10.1007/BF01171759
https://doi.org/10.1007/BF02071385
https://doi.org/10.1016/j.acha.2024.101713
https://doi.org/10.1002/cpa.21920
https://doi.org/10.1002/cpa.21920
https://doi.org/10.1016/j.neucom.2022.06.111
https://doi.org/10.4310/CMS.2019.v17.n5.a11
https://doi.org/10.1007/s00365-021-09549-y
https://doi.org/10.1007/s00365-021-09549-y
https://doi.org/10.1007/s11425-018-9387-x
https://doi.org/10.1007/s11425-018-9387-x
https://doi.org/10.4208/csiam-am.20-211
https://doi.org/10.1007/s00526-021-02156-6
https://doi.org/10.1007/s00526-021-02156-6
https://doi.org/10.1109/TIT.2021.3062161
https://doi.org/10.1109/TIT.2021.3062161
https://doi.org/10.1137/25M1745763
https://doi.org/10.1137/25M1745763
https://doi.org/10.4208/jcm.2107-m2020-0306
https://doi.org/10.1007/s00365-001-0009-5
https://doi.org/10.1007/s00365-001-0009-5
https://doi.org/10.1007/s00365-021-09543-4
https://doi.org/10.1162/NECO_a_00849
https://doi.org/10.1007/s11425-024-2434-9
https://doi.org/10.1142/S0219530519410021
https://doi.org/10.4064/sm-70-3-231-283
https://doi.org/10.3390/math7100992
https://doi.org/10.3390/math7100992


明平兵等: 神经网络的逼近理论: 从经典到高维

70 Heeringa T J, Spek L, Schwenninger F L, et al. Embeddings between Barron spaces with higher-order activation

functions. Appl Comput Harmon Anal, 2024, 73: 101691

71 Ho J, Jain A, Abbeel P. Denoising diffusion probabilistic models. In: Advances in Neural Information Processing

Systems, vol. 33. Red Hook: Curran Associates, 2020, 6840–6851
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to high dimensions
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Abstract The success of neural networks in high-dimensional problems has made their approximation theory
a key intersection of approximation theory and machine learning. In this paper, we review recent theoretical
progress in neural network approximation. We cover classical results, including the universal approximation
theorem and quantitative estimates in standard function spaces, and then address the curse of dimensionality by
discussing the challenges and recent advances in high-dimensional approximation.
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