第二次  2009.11.18
Fletcher 书 习题 4.6

Use the von Neumann stability analysis to establish the stability limits for the scheme introduced in Problem 4.2. This will require the solution of a quadratic equation in |G|.

解: The governing equation is
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The difference scheme is
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对于三个时间层格式
引入新变量
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 （注：也可以设Fourier分量
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，其中n为放大因子G的幂次，求G）
方程（2.2）变为
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或者
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（2.4）
这里
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令
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为波数为k（波长为
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）的分量在时间层n的振幅，与x无关，是时间和波数的函数。代入（2.4），整理得到
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由此得到放大矩阵G的特征方程为
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特征值为
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，其中
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（1）当
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时，特征值为
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最大特征值
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（2）当
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时，由要求最大特征值
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当
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时，对于任何k，不等式
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恒成立。
综上
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时，差分方程（2.2）是稳定的。
Leveque 2002 书习题8.1

Consider the centered method
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                                        （2.5）
for the scalar advection equation
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Apply von Neumann method analysis to show that this method is unstable in the 2-norm for any fixed 
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解：
用
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标记网格数（
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，格式（2.5）可以写为
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对于常系数线性格式，误差
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满足与原差分方程相同的齐次方程
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由于是线性方程，我们可以仅考虑误差的一个Fourier分量
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这里
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表示n层的振幅。代入（2.8），得到
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上式两边同时除以
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并整理，得到放大因子
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可见
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根据Parseval关系式，格式的数值解的2-范数等于其Fourier变换的2-范数，
故对任意固定的
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，格式（2.7）在2-范数意义下恒不稳定。

Leveque 2002 书习题8.6

Use the method of Section 8.3.4 to show that the method （4.64）is stable in the 1-norm for 
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解：
（4.64）       
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记
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，则当
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中间的不等式成立需要
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所以当
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时，格式（4.64）在1-范数意义下是稳定的。
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