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七方程可压缩多相流模型的 HLLC 格式及应用
1)
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摘要 针对 Saurel和 Abgrall提出的两速度两压力的七方程可压缩多相流模型, 改进了其数值解法并应用于

模拟可压缩多介质流动问题. 在 Saurel 等的算子分裂法基础上，根据 Abgrall 的多相流系统应满足速度和

压力的均匀性不随时间改变的思想，推导了与 HLLC 格式一致的非守恒项离散格式以及体积分数发展方程

的迎风格式. 进一步，通过改变分裂步顺序，构造了稳健的结合算子分裂的三阶 TVD龙格 --库塔方法. 最后

通过几个一维和二维高密度比高压力比气液两相流算例，显示了该方法在计算精度和稳健性上的改进效果.
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引 言

可压缩多介质流和多相流问题的数值求解一

直是计算流体力学的重要研究方向.这类问题广泛

出现在自然界和工业中，如海洋中的气泡、核科学

中的惯性约束聚变等.可压缩多介质流和多相流的

数值求解方法和单介质或单相流的有很大区别，

求解自由面问题和分散多相流问题的数值方法也

不尽相同. 迄今为止人们已经发展了多种计算可

压缩多介质流的数值方法，如拉氏方法 [1], PIC [2]

(particle-in-cell), ALE [3] (arbitrary Lagrange Eule-

ria), front tracking [4], VOF [5] (volume of fluid), ghost

fluid [6-7], kinetic scheme [8], SPH (smoothed parti-

cle hydrodynamics) [9-10] 等，也提出了一些可压缩

多相流的模型及解法，如 Saurel 等 [11-12] 的七方

程, Allaire 等 [13] 的五方程以及格子 Boltzmann 模

型 [14] 等. 其中，欧氏方法如 VOF, ghost fluid, γ 模

型 [15-16] 及多相流模型 [11-12] 等因为能较好地处理

复杂界面或多相混合问题而得到更多重视.然而，

欧氏方法也有自身的缺点，如有的界面不清晰，有

的不守恒，有的稳健性差，对高密度比高压力比等

极端情况易出现数值振荡和发散 [17-18]，这些问题

至今还没有得到完全解决，也是目前数值方法研究

中的难点.

本文考虑近年来发展起来的可压缩多相流模

型及其数值方法 [11-12]. 该模型假设微观上各种介

质均匀分布于流场中，没有明确的分界面，这是与

自由面处理方法的本质区别.它同时适合于非平衡

分散相问题和自由界面问题. 对于后者，宏观的体

积分数 α 可表征不同介质在流场中的分布情况，

通过 α 的大梯度来间接表示自由界面的位置，这

样做的好处是省去考虑界面的几何细节，可处理界

面变化比较复杂的情况 (如空化或气泡破裂引起的

界面产生、气泡合并引起的界面消失等). 虽然多

相流方法比自由面方法计算量较大、界面扩散层较

宽，但它优越的普适性和稳健性已使其得到越来越

多的关注 [19-20].

目前可压缩多相流模型主要有两种. 以典型的

两组分问题为例，一种是一般的两速度两压力的七

方程模型 [11-12]；另一种是稍简化的单一速度和压

力的五方程模型 [13,20]. 它们都是从每种组分的守

恒方程出发，引入分布特征函数作为权对不同组分

的方程进行积分平均，进而得到多组分并存情形下

的质量、动量、能量方程.

七方程模型中每种组分有自己的速度、压力和

密度，分别遵循各自的质量、动量和能量守恒方程,

再加一个由积分平均所得的体积分数发展方程，

以表征不同组分在流场中的分布随时间空间的变

化情况.由于压力和速度的不平衡，组分之间存在

相互作用力，引起各自动量和能量的变化.将多相

流模型应用于自由面问题时，必须满足自由面两侧

(两相间)速度一致和压力一致的物理条件 [11-12,18].
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Saurel等 [11-12] 通过引入无穷大松弛速率的速度松

弛项和压力松弛项，保证组分之间的压力和速度能

够瞬间达到平衡以满足此条件.由于组分随空间变

化，动量和能量方程的右端还有非守恒项，同时体

积分数的发展方程也是非守恒方程,即使该模型方

程组是无条件双曲的，其数值求解仍十分困难. 一

般的求解守恒型方程的数值方法直接应用到这个

模型上很容易发散，因此如何对非守恒项进行离散

成为求解七方程模型的关键.

七方程模型和其他自由面方法相比的另一个

缺点是计算量比较大. 以两组分为例，一般的自由

界面方法 (如 ghost fluid 方法) 只需求解 4 个方

程 (质量、动量、能量守恒方程，水平集函数)，而七

方程模型不仅要求解 7 个方程 (两套质量、动量、

能量守恒方程，一个体积分数发展方程)，还需要进

行速度松弛和压力松弛 (求解常微分方程或代数方

程)，计算量大约是 ghost fluid方法的 3倍左右. 鉴

于此，Allaire 等 [13] 将各相间速度和压力一致的假

设直接代入七方程模型，用体积分数加权的界面速

度和压力来代替各种组分的速度和压力，建立了更

简化的五方程模型，使计算量有所减少. 但五方程

无法直接应用于真实的相间非平衡问题.

Saurel等 [11-12] 设计了求解七方程模型的算子

分裂法，但所用的 HLL 格式耗散较大，所得自由

面过渡区较宽. Toro 等通过引入薄层理论的跳跃

条件，求解无松弛项 Baer-Nunzatio 七方程模型的

Riemann 问题，构造了专门针对流 -- 固两相流的

HLLC格式 [21]. Li等 [22]发展了求解 Saurel七方程

模型的 HLLC格式,用 Roe平均确定体积分数在接

触间断附近的状态，并基于 HLLC格式的亚声速情

况和 Abgrall提出的速度压力均匀性不随时间变化

的原则 [18]，推导了非守恒项以及非守恒发展方程

的离散格式. 本文拟发展求解 Saurel-Abgrall 七方

程多相流模型的高分辨率方法，并应用于更极端的

可压缩气液两相流问题.采用文献 [12]的将非守恒

双曲算子和松弛算子分裂的方法，但通过改变算子

顺序将其推广到三阶 TVD 龙格 --库塔法的每一级

中，提高了时间精度. 对不考虑松弛项的非守恒双

曲算子，仍直接对守恒项应用 HLLC 数值通量 (如

文献 [22])，并根据 HLLC格式的所有情况 (这点与

文献 [22] 仅考虑亚声速情况不同) 和 Abgrall 的速

度压力均匀性不变原则，推导了非守恒项和体积分

数发展方程的离散格式.

1 七方程模型

为清楚起见，先考虑一维流动问题. 设流场

中存在两种介质，相互间无质量转换和热量传输.

Saurel-Abgrall[11] 可压缩两相流模型的一维形式为

∂U

∂t
+

∂F (U)
∂x

= H(U)
∂α1

∂x
+ Sv(U) + Sp(U) (1)

式中

U = (α1, α1ρ1, α1ρ1u1, α1E1, α2ρ2, α2ρ2u2, α2E2)T

F (U) = (0, α1ρ1u1, α1ρ1u
2
1 + α1p1, α1u1(E1 + p1),

α2ρ2u2, α2ρ2u
2
2 + α2p2, α2u2(E2 + p2))T

H(U) = (−uint, 0, pint, uintpint, 0,−pint,−pintuint)T

Sv(U) = (0, 0, λ(u2 − u1), λ(u2 − u1)uint,

0,−λ(u2 − u1),−λ(u2 − u1)uint)T

Sp(U) = (−µ(p2 − p1), 0, 0, µpint(p2 − p1),

0, 0,−µpint(p2 − p1))T

αk 为体积分数，αk ∈ [0, 1]，且满足 α1 + α2 = 1. 当

αk = 0 时表明该点无第 k 种介质存在. 实际计算

中为防止由质量方程和动量方程算出的密度、速度

为无穷大，初始时刻通常取 αk = ε (如 10−7) 来代

替 αk = 0.

pint和 uint代表微观上假想存在的两相界面的

压力和速度，有很多种选取方法，如气 --液 (固) 问

题中 pint取气体的压力，uint取液体 (固体)的速度.

这里采用文献 [12] 的取法

pint =
∑

k

αkpk , uint =
∑

k

αkρkuk

/ ∑

k

αkρk (2)

2 数值方法

利用算子分裂技术 [12]，对方程 (1) 分别单独

求解压力松弛算子 U t = Sp(U)、速度松弛算子

U t = Sv(U)，以及略去松弛项后的非守恒双曲型

方程组 U t + F (U)x = H(U)α1x.

Un+1 = L∆t
p L∆t

v L∆t
H (Un) (3)

式中, L∆t
p 代表压力松弛算子，L

∆t
v 代表速度松弛算

子，L∆t
H 代表非守恒双曲求解算子. 式 (3) 只有一

阶时间精度,后面将介绍如何推广到精度更高的三

阶 TVD 龙格 --库塔方法中. 以下依次介绍 3 种算

子的计算方法，其中非守恒双曲求解算子是重点.
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2.1 双曲算子

这里数值格式建立的依据仍是 Abgrall提出的

速度压力均匀性不变思想 [18]，即：一个两相流系统

如果在初始时刻速度和压力均匀，那么在时间推进

过程中速度和压力也将保持同一值.

方程组 (1)的第 2, 3, 4和第 5, 6, 7分量方程分

别对应两种介质的质量、动量、能量守恒方程，这

两个子系统具有相似性，所有的结论都可以类似推

导. 因此这里只考虑方程组 (1) 的前 4 个方程. 去

掉方程组 (1) 右端的松弛项，得到 (为简明起见，

表示介质种类的下标被省略)

∂α

∂t
+ uint

∂α

∂x
= 0 (4)

∂Q

∂t
+

∂F (Q)
∂x

= H(Q)
∂α

∂x
(5)

其中

Q = (αρ, αρu, αE)T

H(Q) = (0, pint, uintpint)T

F (Q) = (αρu, αρu2 + αp, αu(E + p))T

对体积分数发展方程 (4)可采用以下迎风格式离散

αn+1
j = αn

j −
∆t

∆x
(uint)n

j (φj+1/2 − φj−1/2) (6)

其中

φj+1/2 = αj+1/2,L ,

φj−1/2 = αj−1/2,L ,
当 (uint)n

j ≥ 0





φj+1/2 = αj+1/2,R ,

φj−1/2 = αj−1/2,R ,
当 (uint)n

j < 0





第 2.2节将说明，在速度压力均匀性不变原则下，

上述离散格式可以由能量方程的 HLLC 离散式导

出. 对于同时有守恒项和非守恒项的方程组 (5)，

可以直接写出 Godunov 型有限体积格式

Qn+1
j = Qn

j −
∆t

∆x
(F n

j+1/2 − F n
j−1/2) + ∆tH(Qn

j )Θ

(7)

式中, F n
j±1/2 为守恒项的数值通量，Θ 为非守恒项

∂α/∂x 的某种离散，它们将在下面给出.

2.2 Riemann 问题的 HLLC 型近似解

传统的 Riemann 问题解，是利用特征分解技

术，推导系列间断关系，进而分析估计得到. 然而

方程组 (5)是非守恒的，其 Riemann问题解比较复

杂. 为简化计算，如同文献 [22] 的做法，这里只将

式 (7) 的数值通量 Fn
j+1/2 用传统 HLLC 数值通量

逼近

F HLLC =





F L , 当 sL ≥ 0

F L + sL(Q∗L −QL) , 当 sL ≤ 0 ≤ s∗

F R + sR(Q∗R −QR) , 当 s∗ ≤ 0 ≤ sR

F R , 当 sR ≤ 0
(8)

只要将传统的 HLLC 通量公式 [24-25] 中 ρ → αρ，

p → αp，即可得状态 Q∗L 和 Q∗R

Q∗K = αKρK
sK − uK

sK − s∗
·




1

s∗

EK

ρK
+ (s∗ − uK)

[
s∗ +

pK

ρK(sK − uK)

]




,

K = L,R (9)

式中，波速估计 sL, sR, s∗ 对于两种介质取同一值.

即

sL = min{u1L−c1L, u2L−c2L, u1R−c1R, u2R−c2R}

sR = max{u1L + c1L, u2L+c2L, u1R+c1R, u2R+c2R}

s∗ =
piR−piL+ρiLuiL(sL−uiL)−ρiRuiR(sR−uiR)

ρiL(sL−uiL)−ρiR(sR−uiR)

其中，ρiL, ρiR, piL, piR 和 uiL, uiR 分别表示网格界

面左右侧的混合密度、压力和速度

ρiK = α1Kρ1K + α2Kρ2K ,

piK = α1Kp1K + α2Kp2K ,

uiK = (α1Kρ1Ku1K + α2Kρ2Ku2K)/ρiK ,

K = L,R

为推导 Θ 的离散公式和格式 (6)，将式 (8) 写

为分量的形式，F HLLC = (F (1), F (2), F (3))T，其中质

量和动量方程的具体离散为

(αρ)n+1
j = (αρ)n

j −
∆t

∆x
(F (1)

j+1/2 − F
(1)
j−1/2)

(αρu)n+1
j = (αρu)n

j −
∆t

∆x
(F (2)

j+1/2 − F
(2)
j−1/2)+

∆t(pint)jΘ

设第 n时间层速度和压力一致，即 (uint)n
j = un

j±1 =

un
j 和 (pint)n

j = pn
j±1 = pn

j，根据 Abgrall的速度压力
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均匀性不变原则 [18]，应该有 un+1
j = un

j , pn+1
j = pn

j .

代入上述质量和动量方程离散式得到

Θ = (φj+1/2 − φj−1/2)/∆x

φj+1/2
∆= (F (2)

j+1/2 − ujF
(1)
j+1/2)/pj =





αL , 当 sL ≥ 0

αL + αLsL
uL − sL

s∗ − sL
(s∗ − uL)

ρL

pL
,

当 sL < 0 ≤ s∗

αR + αRsR
uR − sR

s∗ − sR
(s∗ − uR)

ρR

pR
,

当 s∗ ≤ 0 ≤ sR

αR , 当 sR < 0





(10)

进一步，由速度一致性不变的条件，有 s∗ = uL =

uR，则式 (10) 可化简为

φj+1/2 =





αj+1/2,L , 当 s∗ ≥ 0

αj+1/2,R , 当 s∗ < 0

这样就得到非守恒项 Θ 的离散公式.

对于能量守恒方程有

(αE)n+1
j = (αE)n

j −
∆t

∆x

(
F

(3)
j+1/2 − F

(3)
j−1/2

)
+

∆t(pint)j(uint)jΘ

利用 E = ρe + ρu2/2，结合质量和动量方程的离

散，上述能量方程的离散式可以化为

(αρe)n+1
j = (αρe)n

j−
∆t

∆x

[(
F

(3)
j+1/2 − uF

(2)
j+1/2 +

1
2
u2F

(1)
j+1/2

)
−

(
F

(3)
j−1/2 − uF

(2)
j−1/2 +

1
2
u2F

(1)
j−1/2

)]

如果设流体满足刚性气体状态方程

ρe = (p + γB)/(γ − 1)

在压力一致性不变的条件下应有

(ρe)n+1
j = (ρe)n

j

这样对上式继续整理可得到体积分数发展方程的

迎风格式 (6)，这里不再一一详述.

2.3 空间重构

将式 (1)右端非守恒项移至等号左边，并略去

松弛项，可得

∂U

∂t
+ A(U)

∂U

∂x
= 0 (11)

式中, U = (α1, α1ρ1, α1ρ1u1, α1E1, α2ρ2, α2ρ2u2,

α2E2)T，A(U) 为 Jacobian 矩阵, 详见附录. 这里

假设流体满足刚性气体状态方程. 对于式 (11)，可

应用 Van Leer 的 TVD-MUSCL 重构 [26].

2.4 速度松弛

速度松弛算子是求解常微分方程组

∂U

∂t
= Sv

当 λ → ∞ 时，上述常微分方程组经过系列简化的
近似解为

αk = α0
k

ρk = ρ0
k

u1 = u2 = uint =
α1ρ1u

0
1 + α2ρ2u

0
2

α1ρ1 + α2ρ2

e1 = e0
1 +

1
2
(uint − u0

1)
2

e2 = e0
2 +

1
2
(uint − u0

2)
2





(12)

进而利用状态方程获得松弛后的 p1, p2, E1, E2. 式

中, 上标 0 表示速度松弛前的值.

2.5 压力松弛

压力松弛算子是求解常微分方程组

∂U

∂t
= Sp

当 µ → ∞ 时，对上述方程组进行系列简化，可以
得到方程组

F (X) = 0 (13)

其中

X = (ρ1, ρ2, pint)T , ek = e(pint, ρk) , k = 1, 2

F (X) =




ρ1ρ
(0)
1 (e1 − e

(0)
1 )− pint(ρ1 − ρ

(0)
1 )

ρ2ρ
(0)
2 (e2 − e

(0)
2 )− pint(ρ2 − ρ

(0)
2 )

α
(0)
1 ρ

(0)
1 /ρ1 + α

(0)
2 ρ

(0)
2 /ρ2 − 1




用上标 0 表示压力松弛前的值，记

Ak = −ρ
(0)
k e

(0)
k − pint

Bk =
ρ
(0)
k

γk − 1
− (ρk − ρ

(0)
k )

Ck = −α
(0)
k ρ

(0)
k

ρ2
k
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F (X) 的 Jacobi 矩阵为

D(X) =




A1 0 B1

0 A2 B2

C1 C2 0




如同文献 [11]，非线性方程组 (13) 可利用 Newton

迭代法求解.

2.6 时间离散：三阶 TVD 龙格 --库塔方法

对于方程组 (1) 的一个向前欧拉步可用 Go-

dunov分裂式 (3)代替，而 TVD RK3 (Runge-Kutta)

方法中每一级的后两项之和相当于解的一个向前

欧拉步, 因此通常直接对模型 (1) 应用 TVD RK3

方法的过程是

U (1) = L∆t
p L∆t

v L∆t
H Un (14a)

U (2) = 3Un/4 + L∆t
p L∆t

v L∆t
H U (1)/4 (14b)

U (n+1) = Un/3 + 2(L∆t
p L∆t

v L∆t
H U (2))/3 (14c)

记 U (2∗) = L∆t
p L∆t

v L∆t
H U (1),将其代入式 (14b),由各

介质的质量、动量分量方程分别得到

u
(2)
1 =

3αn
1ρn

1un
1 + α

(2∗)
1 ρ

(2∗)
1 u

(2∗)
1

3αn
1ρn

1 + α
(2∗)
1 ρ

(2∗)
1

u
(2)
2 =

3αn
2ρn

2un
2 + α

(2∗)
2 ρ

(2∗)
2 u

(2∗)
2

3αn
2ρn

2 + α
(2∗)
2 ρ

(2∗)
2

注意,虽然有 un
1 = un

2 , u
(2∗)
1 = u

(2∗)
2 ,但是 u

(2)
1 = u

(2)
2

不一定成立, 同理也可以知道 p
(2)
1 = p

(2)
2 不一定成

立, 使得中间变量 U (2) 不保证速度和压力在相间

平衡, 计算表明这造成了双曲算子经常发散. 因此

对计算步骤做了调整,在不影响计算正确性的基础

上,使得每一级中双曲算子前的速度和压力在相间

是平衡的

U (1) = L∆t
H L∆t

p L∆t
v Un (15)

U (2) = 3Un/4 + L∆t
H L∆t

p L∆t
v U (1)/4 (16)

U (3) = Un/3 + 2(L∆t
H L∆t

p L∆t
v U (2))/3 (17)

Un+1 = L∆t
p L∆t

v U (3) (18)

其中,式 (15)∼式 (17)对应于 Runge-Kutta的 3个

子步, 式 (18) 为附加计算. 整个过程相当于在每个

子步内,先对解变量进行速度松弛、压力松弛,然后

双曲求解,只是在第 3个子步后面附加了一次速度

和压力松弛修正. 由于式 (18) 的新解在下一时间

步的式 (15)中不因速度和压力松弛算子而变化,因

此式 (15) 只需执行双曲求解. 相对于通常的 TVD

RK3 式 (14) 实质上没有增加计算量. 图 1 给出了

其对应的计算流程图, 其中 k 表示子步数.

图 1 计算流程图

Fig.1 Computational flow chart

2.7 高维推广

二维可压缩两相流模型为

∂U

∂t
+

∂F

∂x
+

∂G

∂y
= H

∂α1

∂x
+ I

∂α1

∂y
+ Sv + Sp

H =(−uint, 0, pint, 0, uintpint, 0,−pint, 0,−uintpint)T

I =(−vint, 0, 0, pint, vintpint, 0, 0,−pint,−vintpint)T





(19)

在四边形网格上采用 Godunov 型有限体积法对不

含 Sv,Sp 的双曲型方程组离散

Un+1
j = Un

j − λ
4∑

e=1

Ej,e ·nj,elj,e + ∆t(Hjθx + Ijθy)

(20)

式中，lj,e 表示网格单元 j 的第 e条边的长度，nj,e

代表边的单位外法向矢量，Vj 为网格单元面积，

λ = ∆t/Vj；Hj 和 Ij 分别为H(Un+1/2
j ), I(Un+1/2

j )
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的逼近, 由于 CFL 取小于 1, 网格界面处 Riemann

问题解的最快特征波尚未到达网格重心，因此计算

中 Hj , Ij 可直接取 tn 时刻的值；Ej,e ·nj,e 表示第

e 条边的数值流通量

F HLLC
e = Ej,e · nj,e = (F HLLC

e ,GHLLC
e ) · nj,e

θx 和 θy 分别为 ∂α1/∂x和 ∂α1/∂y 的数值近似，在

一致的直角坐标四边形网格上，满足压力速度均匀

性不变原则的离散逼近为

θx =
1

∆x
(φj,3 − φj,1) , θy =

1
∆y

(φj,4 − φj,2)

φj,e =





(αj,e)L , 当 s∗e ≥ 0

(αj,e)R , 当 s∗e < 0

s∗e =
[piR − piL + ρiLuiL(sL − uiL)− ρiRuiR(sR − uiR)

ρiL(sL − uiL)− ρiR(sR − uiR)

]
e

其中，s∗e 为 HLLC 格式的接触间断波在 x 或 y 方

向的波速估计. (piL, ρiL, uiL, viL)e 和 (piR, ρiR, uiR,

viR)e 分别取第 e 条边两侧原始变量基于体积分数

的加权平均值,四边形网格单元的边按左、下、右、

上的顺序依次标号 1 至 4. 松弛项处理同一维.

3 数值结果

对于一维算例，将本文方法分别与采用同样

MUSCL 重构的 HLL 格式 [11] 和 RGFM [23] 的计

算结果进行比较. 其中 HLL 格式忽视了接触间

断的存在, 而 HLLC 格式考虑了接触间断，更加

接近 Riemann 问题的精确解. RGFM 属于一种

修正 ghost fluid 法，具有计算量小、捕捉界面清

晰的优点. 但当界面两侧状态相差较大时 (如高

压力比等极端问题)，由于 Riemann 问题初值选得

不够准确、或固有的非守恒误差等因素可导致在物

质界面附近产生非物理偏移. 本文用无量纲量计

算，选择参考长度 Lref、参考压力 pref 和参考密度

ρref . 取参考速度 uref =
√

pref/ρref，无量纲时间

t = t′(uref/Lref)，其中 t′ 为有量纲时间. 在一维算

例中，计算区域取为 [0,1]，均匀分布 200 个网格.

3.1 算例 1: 气液激波管问题

这是一个高压强比的气液问题 [7]，界面两侧的

压强比高达 8 000 : 1. 初始高压区域位于左侧的

气体区，物质界面位于 x = 0.4，流动状态为：若

x ≤ 0.4，(ρ, u, p, γ, B) = (1.27, 0, 8 000, 1.4, 0)，否则

(ρ, u, p, γ, B) = (1.0, 0, 1.0, 7.15, 3 309). 气体满足理

想气体状态方程，液体满足水的 Tait方程. 计算取

CFL=0.05，图 2 给出 t = 0.002 时刻的流场压力、

速度、密度分布，最后一幅是物质界面附近密度分

布的放大图. 用 RGFM 方法计算的密度在界面附

近会产生低亏现象，这可能是 RGFM 的非守恒误

差. 而多相流方法结果比较正常，且更符合精确解.

(a)

(b)

(c)

图 2 算例 1 流场分布

Fig.2 Flow distributions in example 1
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(d)

图 2 算例 1 流场分布 (续)

Fig.2 Flow distributions in example 1 (continued)

3.2 算例 2: 水下爆炸问题

本问题的初始条件同文献 [27]. 初始界面位置

x = 0.5，初始左右状态为：若 x ≤ 0.5，(ρ, u, p, γ,

B) = (0.01, 0, 1 000, 2, 0)，否则 (ρ, u, p, γ, B) = ( 1.0,

0, 1.0, 7.15, 3 309). 这个例子左侧会产生速度较快

的稀疏波，因此发展时间比较短. 计算取 CFL=0.1,

图 3显示了 t = 7.18×10−4时刻流场压力、速度、密

度分布. HLL 格式 [11] 在物质界面附近，速度分布

出现了非物理的振荡，可能是由于 HLL 格式磨平

接触间断的误差造成的；而本文的 HLLC计算结果

正常，且在左侧稀疏波和右侧激波位置，耗散相对

较小，速度、压力和密度分布都更加准确. 另外，注

意到两种方法的耗散整体上都偏大，尤其是速度分

布曲线，这可能是速度松弛过程造成的. 松弛后速

度由各介质速度的简单加权平均得到，权值为各自

的分密度，而此问题中两种介质密度比显著，导致

速度的差异被削弱. 将来可以通过改进速度松弛过

程和极小体积分数时流场变量的处理办法来改善.

(a)

(b)

(c)

(d)

图 3 算例 2 流场分布

Fig.3 Flow distributions in example 2

3.3 算例 3: 空气激波撞击氦气泡问题

这是个经典的算例 [6,17,28]. 一个二维圆柱形

氦气泡被空气包围，初始时刻气泡处于动力学和热

力学平衡状态，马赫数为 1.22 的空气激波从右边

撞击气泡. 计算区域取 [0,325]×[0,89]，初始激波位

于 x = 225 处，氦气泡的半径 r = 25，中心位于

x = 175, y = 44.5. 初始时刻流场分布
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(ρ, u, v, p, γ) =




(1.376 4,−0.394, 0, 1.569 8, 1.40), 波后气体

(1.000 0, 0, 0, 1.000 0, 1.40), 波前气体

(0.138 0, 0, 0, 1.000 0, 1.67), 氦泡内部

区域的左右边界采用特征边界条件，上下用反射

边界条件. 计算区域均匀分布 512×128 个网格，

取 CFL 为 0.3，对这个问题从激波首次接触气泡

开始，再计算无量纲时间 273.4 后，换成有量纲

量，相当于文献 [28] 的实验结果在激波首次接触

气泡之后再经过 983 µs 时间 (取参考密度 ρref =

ρair = 1.29 kg/m3，长度 Lref = 10−3 m，压力 pref =

105 Pa，速度 uref =
√

pref/ρref，无量纲时间 t′ =

t(uref/Lref)，其中 t 为有量纲时间)，图 4 比较了在

激波首次接触气泡之后同一时间 t =32, 52, 82, 245,

427 和 983 µs 的实验结果 [28] 和本文计算结果，其

(a) t = 32 µs

(b) t = 52 µs

(c) t = 82 µs

(d) t = 245 µs

(e) t = 427 µs

图 4 算例 3 实验结果 (左) 与计算结果的密度分布 (右) 对比

Fig.4 Comparison of experiment (left) and computed (right) density contours in example 3
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(f) t = 983 µs

图 4 算例 3 实验结果 (左) 与计算结果的密度分布 (右) 对比 (续)

Fig.4 Comparison of experiment (left) and computed (right) density contours in example 3 (continued)

中用体积分数 α1 = 0.5的等高线表示气泡边界. 可

以看出，得到了和实验比较一致的结果.

3.4 算例 4: 二维双水下爆炸

计算区域为 [0, 4]×[0, 4]，两个初始半径均为

0.3 的高压气泡柱圆心分别位于 (1.4, 2) 和 (2.6, 2).

初始时刻气泡内外的状态分布为

(ρ, u, v, p, γ,B) =




(1 000, 0, 0, 108, 1.4, 0), 气泡柱内部

(1 000, 0, 0, 105, 7.15, 3 309), 气泡柱外部

计算网格为 256×256，取 CFL 为 0.2. 图 5 给出

了不同时刻压力等值线，用体积分数为 0.5的等值

线显示气泡边界 (图中虚线表示)，并与 RGFM[23]

的结果进行对比. 爆炸开始后，由于气泡内外压

力的巨大差异，会产生两个在水中向外传播的圆形

激波 (图 5(a))，之后两个激波相撞并产生反射激波

(图 5(b)). 反射波在 t = 3.450× 10−4 时到达气泡边

界，然后穿过界面形成在气泡内部传播的激波，在

气泡外部远离开气泡方向则产生稀疏波 (图 5(c)).

可见本文的结果与同时刻 RGFM的结果基本吻合.

图 5 算例 4 RGFM(上) 与本文方法 (下) 的压力等值线图对比

Fig.5 Comparison of pressure contours in example 4 (RGFM (above) and this paper (below))

3.5 算例 5: 空气中的高压液柱膨胀问题

此算例来自文献 [12]. 计算区域为 [0, 0.5] × [0,

0.5]，中间有一个边长为 0.2 的正方形高压液柱被

空气包围. 初始时刻液柱中含有 1% 体积分数的空
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气 (反之亦然)，液柱内外状态分布为

(ρ, u, v, p, γ,B) =




(100, 0, 0, 104, 4.4, 6 000) , 液柱内

(5, 0, 0, 1, 1.4, 0) , 液柱外

计算取 256×256 个网格，取 CFL 为 0.1. 初始时刻

由于液体压力远远高于空气压力，在液气界面会形

成向外的激波和向内的稀疏波，稀疏波在液柱中心

相遇并发生反射. 穿过稀疏波，液体的压力、密度

和内能都将不断降低. 对于真实液体，当压力低于

临界值时，开始出现质量转换，部分液体汽化. 如

果用单相流的方法 (如 RGFM) 计算液柱内部，由

于液柱的过分膨胀，在中心处易出现负压力，导致

计算失败. 而用多相流模型计算，则以液柱中心新

的气泡的产生扩大来代替液柱的过分膨胀，不但保

证了正压力，而且定性的模拟了空化效应，更符合

物理. 图 6(a) 和图 6(b) 给出了 t = 23× 10−4 时刻

流场中气体体积分数和混合压力的等值线.从体积

分数的等值线图中，可以看到外部不断扩大的原始

液气界面和内部新产生的气泡边界.

(a) 体积分数

(a) Fraction of volume

(b) 压力

(b) Pressure

图 6 算例 5 的等值线图

Fig.6 Contours in example 5

4 结 论

在 Saurel等的解法基础上，本文改进了计算两

速度两压力七方程可压缩多相流模型的数值格式.

将传统的 HLLC 数值流通量直接代入 Godunov 型

有限体积格式，推导出对应的非守恒项和体积分数

发展方程的离散格式. 另外，通过改变分裂算子的

次序，使得结合了算子分裂法的三阶 TVD Runge-

Kutta 方法更稳健. 本文方法简单易于推广. 通过

对几个高压力比、高密度比问题的数值试验，显示

本文方法可得到比修正虚流体法更准确、更稳健的

结果.如引言所述，多相流方法计算量比较大，将尝

试在多 GPU 上计算，以缓解这一问题.
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附 录

方程组 (11) 的 Jacobian 矩阵为

A(U) =




uint 0 0 0 0 0 0

0 0 1 0 0 0 0

−γ1B1 − pint
γ1 − 3

2
u2

1 (3− γ1)u1 γ1 − 1 0 0 0

−γ1B1u1 − pintuint
γ1 − 1

2
u3

1 − u1H1 H1 − u2
1(γ1 − 1) γ1u1 0 0 0

0 0 0 0 0 1 0

γ2B2 + pint 0 0 0
γ2 − 3

2
u2

2 (3− γ2)u2 γ2 − 1

γ2B2u2 + pintuint 0 0 0
γ2 − 1

2
u3

2 − u2H2 H2 − u2
2(γ2 − 1) γ2u2




其中

H =
E + p

ρ
=

c2

γ − 1
+

u2

2

p = (γ − 1)ρe− γB , c2 =
γ(p + B)

ρ

矩阵 A(U) 的特征值为

λ1,2,3,4,5,6,7 = uint, u1 − c1, u1, u1 + c1, u2 − c2, u2, u2 + c2

注意到 TVD-MUSCL 重构中，计算 Aj+1/2 所需的原始

变量由上一时间层左右单元平均值的简单代数平均方法得
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到，其满足 uint = u1 = u2, pint = p1 = p2. 因此在对矩阵

A(U) 做特征分解时，可以只考虑速度压力一致的情形.

这样容易推导左特征向量矩阵

L = (l1, l2, l3, l4, l5, l6, l7)
T

其中

l1 = (1, 0, 0, 0, 0, 0, 0)

l2 =
γ1 − 1

2c2
1

(
− γ1B1 + p

γ1 − 1
, u2 −H1 +

u + c1

γ1 − 1
c1,

−u− c1

γ1 − 1
, 1, 0, 0, 0

)

l3 =
γ1 − 1

2c2
1

(0, 2H1 − 2u2, 2u,−2, 0, 0, 0)

l4 =
γ1 − 1

2c2
1

(
− γ1B1 + p

γ1 − 1
, u2 −H1 − u− c1

γ1 − 1
c1,

−u +
c1

γ1 − 1
, 1, 0, 0, 0

)

l5 =
γ2 − 1

2c2
2

(γ2B2 + p

γ2 − 1
, 0, 0, 0, u2 −H2 +

u + c2

γ2 − 1
c2,

−u− c2

γ2 − 1
, 1

)

l6 =
γ2 − 1

2c2
2

(0, 0, 0, 0, 2H2 − 2u2, 2u,−2)

l7 =
γ2 − 1

2c2
2

(γ2B2 + p

γ2 − 1
, 0, 0, 0, u2 −H2 − u− c2

γ2 − 1
c2,

−u +
c2

γ2 − 1
, 1

)

以及右特征向量矩阵 R = (r1, r2, r3, r4, r5, r6, r7)，其中

r1 =
(
1,

γ1B1 + p

c2
1

,
γ1B1 + p

c2
1

u,
γ1B1 + p

c2
1

H1,

−γ2B2 + p

c2
2

,−γ2B2 + p

c2
2

u,−γ2B2 + p

c2
2

H2

)T

r2 = (0, 1, u− c1, H1 − uc1, 0, 0, 0)T

r3 =
(
0, 1, u, H1 − c2

1

γ1 − 1
, 0, 0, 0

)T

r4 = (0, 1, u + c1, H1 + uc1, 0, 0, 0)T

r5 = (0, 0, 0, 0, 1, u− c2, H2 − uc2)
T

r6 =
(
0, 0, 0, 0, 1, u, H2 − c2

2

γ2 − 1

)T

r7 = (0, 0, 0, 0, 1, u + c2, H2 + uc2)
T

AN HLLC SCHEME FOR THE SEVEN-EQUATION MULTIPHASE MODEL

AND ITS APPLICATION TO COMPRESSIBLE MULTICOMPONENT

FLOW1)
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Science, Chinese Academy of Sciences, Beijing 100190, China)

Abstract In this paper, the numerical method for the two-pressure and two-velocity seven-equation model

presented by Saurel and Abgrall is improved and applied to numerical simulation of compressible multicompo-

nent flows. Based on the operator splitting method given by Saurel et al. and the idea proposed by Abgrall that

“for a two phase system, uniformity in velocity and pressure at t = 0 will be kept on the same variable during

its temporal evolution”, discretization for the non-conservative terms and upwind scheme for the volume frac-

tion evolution equation are derived in terms of the underlying HLLC approximate Riemann solver used for the

conservation equations. Moreover, the third-order TVD Runge-Kutta method is implemented in conjunction

with the operator splitting to obtain a robust procedure by reordering the sequence of operators. Numerical

tests with several 1d and 2d compressible gas-liquid multicomponent flow problems with high density and high

pressure ratios demonstrate that the present method is more accurate and robust than previous methods.

Key words compressible multiphase flow，seven-equation multiphase model，operator splitting，HLLC，

TVD Runge-Kutta
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