几种高分辨率格式在计算定常超声速燃烧流动中的比较*
袁礼， 李彬
中国科学院数学与系统科学研究院计算数学所，科学与工程计算国家重点实验室，北京100190
摘要： 本文在相同的四边形网格有限体积法和LU-SGS格式基础上，分别应用基于Roe近似Riemann求解器的MUSCL格式和WENO格式，基于Lax-Friedrichs分裂通量的NND格式和WENO格式，以及Harten TVD格式等五种高分辨率方法数值求解轴对称反应流Navier-Stokes方程，模拟了
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绕球头体外流以及以
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绕冲压加速器内流的激波诱导燃烧流场，研究了这五种格式计算定常解的能力。计算结果表明：当网格数稀疏或中等时，NND、MUSCL和TVD格式都可以收敛到定常解，而WENO格式由于一定程度数值振荡的出现，一般很难收敛到定常解，只在计算无反应流或激波和燃烧波互不耦合的
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球头体绕流时才可收敛到定常解。就收敛的鲁棒性而言，我们认为NND、MUSCL以及TVD格式适合于计算定常超声速燃烧问题，而WENO-LF和WENO-Roe格式一般不适合于计算这种问题。计算还表明，当网格数较密时，这五种格式计算
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球头体和
[image: image7.wmf]7

.

6

=

M

冲压加速器的燃烧流场都得不到定常解。文中探讨了可能的原因。
关键词：高分辨率格式；超声速燃烧；爆轰波；定常解；冲压加速器。 

1. 引言
超声速燃烧冲压发动机和脉冲爆轰发动机有望成为新一代高超声速飞行器的推进装置，其技术发展受到多国的高度重视，但也面临许多复杂难题的困扰。其中，超声速燃烧流场的数值模拟中存在强刚性、复杂流动结构、难以模化的反应-湍流相互作用以及大计算量等困难。特别是各种波系之间以及它们和化学反应之间的相互作用对各种因素的变化十分敏感，数值模拟的可信度亟待提高。由于工程设计中相当一大类问题需要获得定常数值解，因此有必要研究计算格式对于定常超声速燃烧流动的模拟能力。
求解双曲守恒律的高分辨率格式是计算可压缩化学反应流的基础。许多求解齐次双曲守恒律的高分辨率格式已被推广应用于计算带源项双曲守恒律以及燃烧流问题，如 TVD[1,2]，MUSCL[3,4]，NND[5,6]，ENO和WENO[7-10]，AUSM[11,12,13]，CESE[14,15]，DG[16,17]等。但由于刚性化学反应源项的出现，各种方法的收敛性可能很不同。尤其对于依赖于点火条件的超声速燃烧流动来说，不同的格式，因为其截断误差形式及大小等的不同，获得网格无关的计算结果所需的网格数可能相差很大，这就需要事先了解格式对于定常解的模拟能力。一般地，二阶格式比较健壮，收敛到定常解一般不成问题，而高阶格式的鲁棒性较差。WENO格式的鲁棒性在现有高精度格式中是比较好的，在计算无反应流问题时获得收敛的定常解已有许多实例，但目前WENO格式在计算反应流的应用中大多只应用到非定常问题[9-10,18]，应用到定常反应流问题中也只在稀网格上获得定常解[18]。
本文以几种广泛使用的有代表性的高分辨率格式为对象，比较它们在定常超声速燃烧流动中的计算效果。具体地，本文研究了基于特征变量重构和Roe近似Riemann求解器[19]的MUSCL格式[3]和WENO-Roe格式[20]，基于特征通量局部Lax-Friedrichs分裂的NND-LF格式[5]和WENO-LF格式[20]，以及Harten-Yee迎风TVD格式[21]等五种格式计算定常超声

项目资助：国家自然科学基金项目（10972230, 11021101），973项目（2010CB731505）。
速燃烧流动的能力。算例是经典的H2/Air预混合气体绕球头体[22]和冲压加速器[23]的激波诱导燃烧流场。对这两个问题已有许多数值模拟研究。本文中，我们研究计算随网格数加密的收敛情况。为叙述方便起见，将
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及以上为较密网格。计算表明，在较密网格上，即使是鲁棒性最好的格式计算
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球头体以及
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冲压加速器燃烧问题中都得不到收敛的定常解，这再次验证了我们以前的结果[24]。本文探讨了可能的原因。
2. 控制方程
包含
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种气体组分的轴对称化学非平衡流的Navier-Stokes方程为
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是守恒变量，
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。组分和混合气体的粘性系数，热传导系数及质量扩散系数的选取采用简化的办法，详见文献[25]。

3. 有限体积法和LU-SGS格式
设二维求解区域被剖分为四边形网格，
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表示任一四边形控制体积，
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表示控制体积的边界，
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表示边界的外法向。对方程(1)在控制体积上进行积分，并利用散度定理得

[image: image34.wmf],

)

Re

1

(

dV

dS

n

dV

dt

d

V

v

V

V

ò

ò

ò

+

+

=

×

+

¶

S

H

H

E

Q

r

r

                              (2)其中
[image: image35.wmf]j

i

v

v

r

r

r

)

Re

1

(

)

Re

1

(

G

G

F

F

E

-

+

-

=

，定义网格平均值后，我们可以得到半离散形式
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为控制体边界面积。为简便计，下面将控制体边界的流通量
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方向类似。
我们采用Yoon和Jameson提出的LU-SGS格式及其推广[26,27], 全离散形式为
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是化学反应源项的Jacobian矩阵, 
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是粘性通量的Jacobian矩阵，右端项为
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其中，
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4. 空间离散格式
在计算右端项RHS时,粘性项采用中心格式，对流项分别采用如下五种高分辨率格式，即MUSCL-Roe、WENO-Roe、NND-LF、WENO-LF和Harten-Yee TVD。
4.1. 基于Roe近似Riemann求解器的格式
Roe的近似Riemann求解器是在保证格式守恒性的基础上对通量差进行间断分解，它较好地逼近了激波和接触间断的传播性质，在计算流体力学中得到了广泛的应用。Roe格式的数值通量表示为
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分别是
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的右特征向量矩阵和特征值对角矩阵。

为得到高阶格式，需要重构网格界面左右两侧的守恒变量
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。我们分别用二阶精度的MUSCL重构和五阶精度的WENO重构获得
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。为更好地消除数值振荡以保持高阶重构的鲁棒性[20]，我们采用基于特征变量的重构方式。 
4.1.1. MUSCL-Roe格式
该格式是将由MUSCL重构的左右侧守恒变量带入Roe数值通量获得。基于特征变量的二阶MUSCL重构为：
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    (8)其中，特征变量差为 
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限制函数取为
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是取在基于原始变量的MUSCL重构值上：
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           (10)我们将(7)+(8)记为MUSCL-Roe。
4.1.2. WENO-Roe格式
基于特征变量的五阶WENO重构为[28]
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    (11)其中，
[image: image72.wmf]),

(

1

1

2

1

2

1

k

k

i

k

Q

Q

R

W

-

=

D

+

-

+

+

  
[image: image73.wmf]2

2

+

£

£

-

i

k

i

，冻结的特征矩阵所需状态仍用(10)获得。非线性函数为

 
[image: image74.wmf]),

2

)(

2

1

(

6

1

)

2

(

3

1

)

,

,

,

(

2

0

d

c

b

c

b

a

d

c

b

a

N

+

-

-

+

+

-

=

w

w

j

                     (12)非线性权为


[image: image75.wmf],

2

1

0

0

0

a

a

a

a

w

+

+

=

 
[image: image76.wmf],

2

1

0

2

2

a

a

a

a

w

+

+

=



[image: image77.wmf],

)

IS

(

1

.

0

2

0

0

+

=

e

a
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为避免分母为0，根据Jiang和Shu[29]的做法，取
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。我们将(7)+(11)记为WENO-Roe。该格式本质上是有限差分WENO格式按维数分裂的推广,只有二阶精度。


4.2. 基于特征通量分裂的格式

4.2.1. NND-LF格式

该格式是将NND格式应用于以局部Lax-Friedrichs分裂的特征通量而获得,其形式为
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其中，限制函数
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4.2.2. WENO-LF格式
该格式[30]为


[image: image96.wmf],

)

,

,

,

(

      

          

          

          

          

          

)

,

,

,

(

12

7

7

~

2

1

,

s

2

1

,

s

2

1

,

s

2

3

,

s

2

5

1

,

2

3

,

,

2

1

,

2

1

1

LF

-

WENO

2

1

2

1

2

3

s

i

i

i

i

i

N

m

s

s

i

s

s

i

s

N

i

i

i

i

i

f

f

f

f

f

f

f

f

i

i

+

-

-

-

+

-

+

-

+

=

+

+

+

+

-

+

+

+

-

+

ú

ú

û

ù

D

D

D

D

-

ê

ê

ë

é

D

D

D

D

-

-

+

+

-

=

å

+

-

r

F

F

F

F

F

j

j

            (14)非线性函数
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中的最大值。该格式是有限差分WENO格式按维数分裂的推广。
4.3. Harten-Yee TVD格式[21]
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取为minmod函数(9)，以便与MUSCL和NND的一致。
4.4. 熵修正
TVD格式中的熵修正式(16)对于其它格式也适用。基于Roe近似Riemann求解器的MUSCL-Roe和WENO-Roe格式必须作熵修正，否则，会有膨胀激波和carbuncle等非物理解，计算不易收敛。对基于局部Lax-Friedrichs通量分裂的NND-LF和WENO-LF格式，本文试验表明仍需要做熵修正。对这两个格式，当特征值小于阈值
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时用(16)式给予修正。本文采用的阈值是Sanders的H-型熵修正，详情见[31]。对于球头体
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算例，需要用更大的阈值以保证燃烧波垂直于对称轴，这里采用LAURA程序用户手册[32]中的取法：
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4.5. 边界条件
由于这些格式需要用到边界以外虚元的值，所以虚元变量的赋值也是方法的重要部分。在远场，如果是超声速入流边界，就给定为自由来流状态，虚元也给同样值；如果是超声速出流边界，就令变量沿流向常值外推，如
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；在对称轴，用对称条件；在物面，计算无粘通量所需的虚元值采用镜像法获得。
5. 计算结果
5.1. 绕球头体的超声速燃烧
5.1.1 M=3.55
该算例取自Lehr的实验[22]中图5的情况。一个直径为15mm的球头体在等当量比(
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)的氢/氧预混合气体中飞行。远前方温度为293K，压力为186 mm Hg。飞行速度为1892 m/s，相应的马赫数
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。物面上用绝热壁、无滑移、零法向压力梯度条件，反应动力学用8组元16反应的Evans反应机理[33]。CFL数都取为1，尽管某些情况可允许更大值。
图1(a)给出了五种格式计算有反应时的残差收敛史。所有格式的熵修正都用(19)式，
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。可见TVD、MUSCL、NND三者的收敛率相差不大，且可以收敛到较小值，稍慢的是WENO-LF，最慢的是WENO-Roe，且后者的残差只能下降到大约1.0E-4左右。图1(b)出了WENO-LF和WENO-Roe计算无反应时的收敛史，可见前者可收敛到较小值，后者只能到1.0E-5左右。图2给出了用五种格式计算的来流对称轴上的温度分布。我们用NND-LF格式在
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上的结果作为参考的“准确解”。可以看出，NND、MUSCL、TVD的激波位置依次向准确解接近，而WENO-LF和WENO-Roe的激波位置比前三者更好地接近准确解。对激波而言，用Roe数值通量的MUSCL格式和用局部Lax-Friedrichs通量的NND格
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         图1 
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 算例的残差收敛史，
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网格。 (a) 有反应， (b) 无反应
Fig. 1 Convergence histories for 
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 case on the
[image: image128.wmf]256

256
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 mesh. (a) with reaction, (b) without reaction
式之间有明显差异，而高阶的WENO-LF和WENO-Roe格式之间几乎无差别,这与文献[20]所述的高阶格式对数值通量的选取不敏感的结论相符。对于燃烧波位置，NND、MUSCL、TVD的结果依次向准确解接近，而WENO-LF和WENO-Roe的燃烧波位置反而不如前三者符合准确解。这也可从图3的密度等值线分布和实验点的比较中得到印证。图3(a)-(c)显示NND、MUSCL和TVD的燃烧面与对称轴垂直，而图3(d)-(e)显示WENO的燃烧面有些前倾，这是不正确的,可能与边界点格式处理或熵修正不当有关。另外，WENO格式过激波后都有一定程度数值振荡，其中WENO-Roe的振荡比WENO-LF的更大。当激波和燃烧波有耦合时，这种数值振荡将被放大，可导致计算不收敛。
对此算例，激波和燃烧面是分离的，没有相互干扰，流场结构简单。数值试验显示随网格数加密，所有格式都收敛到定常解。不过，用较密网格(
[image: image129.wmf]2
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)计算时，需要采用人工点火的方式启动燃烧，否则收敛到无燃烧的流场。我们采用在对称轴中部附近
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网格上施加一定时间（1000步）的高温（3500K）热斑实现。
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图2 
[image: image132.wmf]55
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算例沿对称轴上的温度分布，
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Fig. 2 Axial distribution of temperature for 
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图3 
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球头体燃烧的密度等值线分布比较， 
[image: image142.wmf]256
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网格。符号是实验[22]
Fig. 3 Density contours for 
[image: image143.wmf]55

.

3

=

M

 flow pas a hemisphere on the 
[image: image144.wmf]256
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 mesh. Symbols are experimental [22]
5.1.2 M=6.46
该算例取自文献[22]中图1的情况。球头体在等当量比（
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）的氢/空气预混合气体中飞行。远前方温度为293K，压力为320 mm Hg。 球头体飞行速度为2605m/s，相应的马赫数
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。物面条件和反应动力学同前一算例。计算中CFL数都取为1。
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图4 
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算例在不同网格下的残差收敛史，(a) 
[image: image152.wmf]256

256

´

网格； (b) 
[image: image153.wmf]256

256

´

网格，且无反应；(c) 
[image: image154.wmf]512

512

´

网格；(d) 
[image: image155.wmf]768

768

´

网格
Fig. 4 Convergence histories on different mesh sizes for 
[image: image156.wmf]46

.

6

=

M

 case. (a) 
[image: image157.wmf]256
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 meshes; (b) 
[image: image158.wmf]256
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 meshes and without reaction; (c) 
[image: image159.wmf]512
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 meshes; (d) 
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 meshes
图4(a)为在粗网格
[image: image161.wmf]256
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上的收敛史，采用H型熵修正的NND-LF、MUSCL和TVD可收敛，而用大熵修正(用(17)的第一式于所有方向及所有分量，且取
[image: image162.wmf]6
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)的WENO残差也只能打平于1.0E-4左右，在更密的网格上只能到1.0E-3以上，无法收敛。图4(b)显示WENO格式计算无反应流时可收敛。图4(c)显示在
[image: image163.wmf]512

512
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网格上，NND-LF、MUSCL、TVD都可收敛。图4(d)显示在
[image: image164.wmf]768
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上NND-LF(有粘和无粘)和MUSCL都不收敛。图5为五种格式在
[image: image165.wmf]256

256
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网格上计算的等密度线分布。可见，在下游边界，三个二阶格式计算的激波和燃烧面位置向实验值接近的顺序依次是NND-LF、MUSCL和TVD。这和图2 中的接近趋势一致。WENO-LF的结果中燃烧面有皱褶，产生压缩波，显然这和文献[22]的实验照片不符合，而WENO-Roe的结果还不如MUSCL和TVD符合实验值。因此，WENO用了较大熵修正以保证收敛时，计算结果已不如二阶格式的好。图6给出
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和
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网格上的等值线，可见
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上MUSCL和TVD之间差别很小，这正是期望的结果。用MUSCL在
[image: image169.wmf]768
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上计算，虽然残差下不去，但等值线形状基本上不变，激波和燃烧面更符合实验。
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图5 
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球头体燃烧的密度等值线分布比较， 
[image: image176.wmf]256

256
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网格。符号为实验[22]
Fig. 5 Density contours for 
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 flow pas a hemisphere on the 
[image: image178.wmf]256
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 mesh. Symbols are experimental[22]
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图6 
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球头体燃烧的密度等值线分布比较， 密网格结果,符号为实验[22]

Fig.6 Density contours for 
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 flow pas a hemisphere on finer meshes. The symbols are from [22]

图4(d)显示
[image: image184.wmf]768

768

´

的无粘反应流结果也是非定常的。这说明密网格上的非定常结果，和有无物理粘性无关。我们减小CFL数至0.1，结果也是非定常，而无反应流，即使用WENO也可以收敛。这说明非定常性来自化学反应源项。我们较早前就注意到这个问题[24]。类似的加密网格却获得非定常流态的情况也出现在一些高精度格式求解欧拉方程的模拟中如
[image: image185.wmf]3
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前台阶流动[34]。那里，当网格足够密时，不稳定的滑移面就会变成卷起的旋涡，流场变成非定常。但在这个球头体爆轰波中，文献[22]的实验照片清晰地显示在头部有一小段爆轰波，在稍远处激波和燃烧波分离，看不出有滑移线和旋涡。我们认为加密网格计算某些定常超声速燃烧问题获得非定常解的原因可能是: (1)格式没有正确反映物理熵的变化；(2)格式没有计及带源项双曲守恒律的特殊性质；(3)这些流动的物理比较特殊。下面的冲压加速器算例也有同样表现。
5.2. 绕冲压加速器的超声速燃烧
该算例和文献[23]中的相同。冲压加速器为锥-柱-锥组合体，几何参数如下：柱直径1.95cm，半锥角为
[image: image186.wmf]o

14

，加速器总长度为15.0cm，发射管道直径为3.0cm。流动条件为
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混合气体当量比为
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球头体情形)。边界条件如下: 进口为超声速自由来流状态，出口边界采用一阶外推，对称轴上满足对称条件，加速器壁面采用无滑移速度和等壁温完全无催化条件，发射管壁采用有滑移速度（
[image: image192.wmf]¥
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u

）和等壁温完全无催化条件,假设法向压力梯度为零。化学反应机理同
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球头体算例。CFL数取0.2-0.4。为保证出口为超声速，在加速器尾部下游取8倍发射管直径。我们分别采用
[image: image194.wmf]384

384
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和
[image: image195.wmf]512
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三种网格测试收敛情况。
对于此内流燃烧，由于热壅塞的出现，即使用同一格式，不同初始条件也可能得到不同结果。为统一起见，我们从以自由来流值和壁面值之间线性过渡的初始流场算起，一开始就加化学项。图7(a)给出了
[image: image196.wmf]256

256

´

网格上的残差收敛史，可见用H型熵修正的NND-LF、MUSCL和TVD可以收敛，但用H型熵修正的WENO-LF和WENO-Roe发散。这是因为二者计算的流场在加速器前锥上有强爆轰波，得到所谓的热不启动(unstart)流场，当爆轰波往前移出计算区域时计算就发散。WENO仅在用大熵修正(用(17)的第一式于所有方向及所有分量，且
[image: image197.wmf]0

.

1

0

=

e

)后可以收敛到定常解。图7(b)显示在
[image: image198.wmf]384

384

´

网格上，NND-LF、MUSCL、TVD收敛较好，WENO-LF收敛到一定程度后打平于1.0E-4，不过可以认为基本收敛到定常, 而WENO-Roe发散(因为unstart)。在
[image: image199.wmf]512

512

´

网格上，NND-LF、MUSCL和TVD的残差都在1.0E-3 以上，都不收敛。图8给出了计算的压力等值线分布。在
[image: image200.wmf]256

256

´

网格上，NND、MUSCL-Roe、TVD三者的结果比较一致，都是在加速器喉道入口处有爆轰波，而大熵修正的WENO-LF和WENO-Roe的爆轰波位置稍提前些。在
[image: image201.wmf]384

384
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网格上，NND-LF、MUSCL和TVD之间的结果仍比较接近，故图8(f)只给出MUSCL的结果。这些结果和早期文献[23]的不同，那里用的是较粗的网格
[image: image202.wmf]51
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。我们重算了该网格，依赖于不同初始条件，可得到两个定常解，如图9(a)(b)所示，第一个对应于文献[23]的结果，燃烧波位置比较靠后。网格加密后，初始条件的影响虽可被消除，但在
[image: image203.wmf]512
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网格上仍得不到定常解，由此显示了计算超声速燃烧，特别是有爆轰波问题的特殊困难。图9(c)给出温度云图，可见在爆轰波后有明显的非定常性。这类似于经典的
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=

M

前台阶绕流中马赫杆后滑移线的卷起[34]。
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图7 
[image: image207.wmf]7

.

6

=

M

冲压加速器算例在不同网格下的残差收敛史，(a) 
[image: image208.wmf]2

256

网格； (b) 
[image: image209.wmf]2

384

网格
Fig. 7 Convergence histories on different mesh sizes for 
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ram accelerator. (a) 
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 meshes; (b) 
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 meshes
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图8 
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冲压加速器燃烧的压力等值线分布比较。y方向被放大5倍但刻度不变
Fig.8 Pressure contours for 
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 flow pas a ram accelerator in a tube.

The y direction is enlarged five times but retains original scale.
[image: image221.png](a) WENC-LF, 136x52, initialized from nonreacting flow
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[image: image222.png](b) WENO-LF,136x52, initialized fromlinearly distributed free stream
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图9 
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冲压加速器燃烧的温度云图比较。y方向被放大5倍但刻度不变
Fig.9 Flooded temperature contours for 
[image: image225.wmf]7
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flow pas a ram accelerator in tube. The y direction is enlarged five times but retains original scale
6. 结论
本文比较了NND-LF、MUSCL-Roe、WENO-LF、WENO-Roe和Harten-Yee TVD等五种高分辨率格式在典型氢/氧预混合超声速燃烧流动问题中的计算效果，研究了随网格数加密的收敛情况。结论如下：

(1) 对于无反应流，或激波和燃烧波无耦合的燃烧流，所有这些格式都可以收敛到定常解。收敛的鲁棒性从高到低依次是NND-LF、MUSCL-Roe、TVD、WENO-LF和WENO-Roe。  

(2) NND-LF、MUSCL-Roe和Harten-Yee TVD格式一般都可用于计算定常超声速燃烧问题，而WENO格式一般不适合于计算定常超声速燃烧流，至少未改进的WENO格式如此。
(3) 对于激波和燃烧波有耦合及分离的问题，即使鲁棒性较好的NND、MUSCL和TVD格式在较粗网格数可获得定常解，在密网格上也不一定能获得定常解。这给获得网格无关结果造成困难。其原因可能是数值格式没有正确反映物理熵的变化或源项双曲守恒律的特殊性质，也可能是这类问题的特殊性所致。该问题值得进一步研究。 
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英文题目： Comparison of High Resolution Schemes in Calculating Steady Supersonic Combusting Flows
YUAN Li,  LI Bin

ICMSEC and LSEC, Academy of Mathematics and Systems Science, Chinese Academy of Sciences, Beijing 100190.

Abstract: With the same finite volume discretization and LU-SGS scheme, five frequently used high resolution schemes, which are the Roe approximate Riemann solver-based MUSCL-Roe and WENO-Roe, the Lax-Friedrichs splitting-based NND-LF and WENO-LF, and the Harten-Yee TVD, respectively, are compared for solving the axisymmetric reactive Navier-Stokes equations. Two typical steady state problems of shock induced combustion for M=3.55 and 6.46 flow past a spherical projectile, and M=6.7 flow past a ram accelerator are simulated. Numerical results show that NND, MUSCL, and TVD schemes can generally converge to steady state, while WENO schemes are difficult to converge due to certain degree of numerical oscillations. WENO schemes converge only for flows without combustion or for M=3.55 combustion case. According to the robustness of convergence, we argue that NND, MUSCL and TVD schemes are appropriate for computing steady supersonic combustion, while WENO schemes are not. The numerical results further reveal that all the schemes are not able to obtain steady state solutions for M=6.46 and M=6.7 cases on very fine meshes. Reasons behind are discussed. 
袁礼(1963-), 男，重庆永川，博士，中国科学院数学与系统科学研究院计算数学所研究员，本刊编委。从事化学反应流和多介质流的计算方法研究。通讯地址：北京市中关村东路55号，北京100190，联系电话：010-62625219. E-mail:lyuan@lsec.cc.ac.cn.
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