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[摘要]  构造了求解带源项守恒律方程组的龙格库塔间断有限元（RKDG）方法，并分别结合源项的Strang分裂法和无分裂法数值求解模型守恒律方程和反应欧拉方程。为了和有限体积型WENO方法进行比较，设计了计算源项的WENO重构格式。对一维带源项守恒律的计算表明，对于非刚性问题，RKDG方法比有限体积型FVWENO方法的误差更小，而对于刚性问题，RKDG方法对于间断面位置的捕捉更为精确。对于一二维爆轰波问题的计算结果表明，RKDG方法对于爆轰波结构的分辨和爆轰波位置的捕捉能力更强。
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引言

在非平衡气体动力学中，爆轰问题通常被描述成无粘性的化学反应流动问题，其物理模型是一个非齐次双曲守恒律方程组，通常被称作反应欧拉方程组（reactive Euler equations），其中非齐次项（源项）通常被解释为由于化学反应引起的混合组分的质量变化率[1]。
最简单的反应欧拉方程组假定混合气体仅仅由两种组分构成：已燃气体（burnt gas）和未燃气体（unburnt gas）[2]。当混合气体达到点火温度时，未燃气体通过一个不可逆的化学反应转化为已燃气体，因此，混合气体状态可以用一个标量，即未燃气体的质量分数Y来表示，进一步假设混合气体各组分具有相同的比热比
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和比气体常数R，则二维反应欧拉方程组可以写成如下形式
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其中
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，各个变量和函数的具体形式为
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式中
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是混合气体的密度，
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分别是沿
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方向的速度分量，
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pET

分别是压力，总能量，温度。
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称为化学反应率，通常用Arrhenius模型
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其中
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K

是化学反应率因子，
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是活化能。此外混合气体的状态方程和温度分别为


[image: image13.wmf]22

1

(1)(),

2

grr

éù

=--+-

êú

ëû

pEuvQY

   
[image: image14.wmf],

p

T

R

r

=

         （3）

其中
[image: image15.wmf]Q

为单位质量未燃气体发生化学反应所释放的热量。

在实际爆轰波问题中，化学反应的时间尺度远小于流体流动的时间尺度，所以非齐次方程组具有很强的刚性，给数值求解带来很大困难。无论对源项用不用算子分裂方法，采用显格式还是隐格式，在处理间断解问题时，都可能得到非物理解。这是因为当源项不能用足够的空间和时间分辨率进行求解时，激波捕捉方法会得到错误的爆轰波传播速度[3,4,5]。文[5]发现，当空间分辨率不够时，一个同时含有已燃气体和未燃气体的网格中会发生虚假反应，数值爆轰波会以每个时间步一个空间步长的速度传播。文[6]也指出计算的数值误差极可能促成温度敏感化学反应的提早发生。因此，要获得正确的爆轰波位置，常用的解决方案是采用合适的点火温度模型来抑制虚假反应[3]，或者采用网格自适应方法[7, 8, 9]来保证反应区域内有足够多的网格点，或者采用高精度高分辨率方法来保证对反应区有足够高的分辨率。由于后两种途径有更好的普适性而受到更多的关注。

由Cockburn和Shu等人发展的龙格库塔间断有限元方法（Runge-Kutta Discontinuous Galerkin Method，RKDG）是一类具有高精度和高分辨率的数值方法[10]，在解决含有间断现象的问题中发挥着越来越重要的作用，它被广泛地发展和应用于水动力学，气动力学，波传播，半导体中的电荷传输等问题。该方法既保持了一般有限元方法和有限体积方法的优点，又克服了各自的不足。该方法可采用局部高阶插值的方法构造基函数，具有灵活处理间断和边界条件以及可显式求解的能力，克服了一般有限元方法不适于间断问题的缺点，以及一般有限体积方法必须通过扩大模板进行重构来提高精度的不足。RKDG方法所具有的单元上连续分布的高精度高分辨率逼近特性有望能更好地模拟爆轰波问题。

本文应用RKDG方法，结合化学源项的无分裂方法及算子分裂方法，对爆轰波问题进行数值模拟，并和有限体积型WENO（FVWENO）方法的计算结果进行比较。由于FVWENO方法需要利用流动变量单元平均值来计算源项的单元积分，本文采用Simpson积分公式，其积分点处的流动变量采用WENO重构以提高计算精度。对于带源项的一维守恒律的数值测试结果表明，对于非刚性问题，RKDG方法计算结果的误差更小；而对于刚性问题，RKDG方法对于间断波位置的捕捉能力更强。对典型的一二维爆轰波算例，包括二维不稳定爆轰波和爆轰波绕过90(拐角的衍射问题的数值模拟结果显示RKDG法仍有一定优势。
1  数值方法

1.1  空间离散

本文的空间离散采用RKDG方法[10]。设
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的一个有限剖分。单元
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image19.wmf]e

表示多边形单元
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的一条边界，
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表示单元边界的外法向。
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是单元上的局部有限元空间，取作
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次多项式集合。
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，在间断有限元空间
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中寻找近似解
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[image: image27.wmf](,)

Xxy

=

。

首先在单元
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上用试探函数
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乘以方程（1）的两端，并用近似解
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代替方程（1）的精确解
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代替试探函数
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，将（1）写成变分形式，并由分部积分和Green公式，可得
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image35.wmf]       （4）

对于（4）式的后三项，采用数值积分计算
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流通量
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采用与之相容的数值流通量
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代替，数值流通量定义为
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为某种形式的Riemann解算器。
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分别代表边积分和单元积分的Gauss积分点个数，
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和
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X

分别代表边积分和单元积分的Gauss积分点位置[10]。这样得到半离散的数值格式
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为了计算方便，在单元
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中取正交基函数（如勒让德多项式）
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，则质量矩阵成为对角矩阵，故有限元解表示为
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在式（8）中，取试探函数为所有基函数，得到半离散的常微分方程组
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其中
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为单元
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的质量矩阵，
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和
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高阶RKDG方法会产生数值振荡，需要在每一个时间步后对数值解应用斜率限制器，本文采用文献[10]的TVB限制器。当基函数的阶数增加时，流通量
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的选择对于数值结果的影响较小[10]，所以本文采用局部的Lax-Friedrichs流通量。

1.2  无分裂方法和分裂方法

对于空间离散后得到的常微分方程组（10），如果源项的刚性不太强，可以直接采用常微分方程组的求解方法进行时间推进。本文的无分裂方法是采用三阶强稳定保持的龙格库塔（SSPRK）方法[11]直接求解方程组（10），该方法在空间离散取
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阶基函数时，可以保证光滑解的三阶时间和空间精度。但当源项的刚性比较强时，通常要对流动项和化学源项分裂求解，即对于方程组（10）分别求解流动项的半离散方程
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和化学源项的半离散方程
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本文采用的分裂法是具有二阶时间精度的Strang分裂方法[12]
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其中
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分别表示以
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为时间步长求解（14）和（13）的算子。

在分裂方法中，守恒律的半离散方程组（13）仍采用显式的三阶的SSPRK方法求解，而源项的方程组（14）采用常微分方程求解器VODE求解[13]。

1.3  有限体积型WENO方法

本文将比较RKDG方法和高精度的FVWENO方法[14]。在§1.1节介绍的空间离散中，如果基函数只取为1，则可得到守恒律方程组（1）的有限体积方法。在二维矩形网格上，半离散有限体积法的方程为
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           （16）
上式中对流项的离散采用维数分裂的基于特征变量的五阶WENO格式[14]。在应用无分裂方法计算时，由于FVWENO方法的待求变量是流动变量的网格单元平均值，如果直接用它计算（16）式中源项的积分，则只有二阶空间精度。为尽量提高精度，本文对一维问题采用四阶的Simpson公式来计算积分
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其中积分点的值
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采用基于特征变量的五阶WENO重构得到。对于
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的重构会产生负权，故需要对重构结果进行处理[15]。
对于二维问题，可以采用（17）式的张量积形式，这时积分具有四阶精度，但涉及重构积分点处值
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，计算公式相对复杂。为计算方便，本文采用一种具有三阶精度的二维Simpson积分
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其中
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方向的单元平均值重构得到，
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方向的单元平均值重构得到，
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采用两个方向重构值的平均值。

2  数值算例

2.1  精度测试

第一个例子是一个带有源项的Burgers方程
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[image: image79.wmf]        （19）

这个方程的解是连续的，其解析解为
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式中
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控制方程的刚性，
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即为初值。为了测试算法的精度，取
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，此时问题的刚性不强。计算区间
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取为[-15,25]，RKDG方法中TVB限制器的常数取为5，计算到
[image: image86.wmf]1

T

=

0，CFL数取为0.18。表1是数值解的
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误差及其数值精度阶
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表1 带有源项的Burgers方程
Table 1  Burgers equation with source term

	N
	Strang split method
	
	Unsplit method

	
	DG2
	R
	WENO5
	R
	
	DG2
	R
	WENO5
	R
	WENOM
	R

	32
	7.66(10-5
	－
	4.79(10-3
	－
	
	7.55(10-5
	－
	4.78(10-3
	－
	5.25(10-3
	－

	64
	5.29(10-6
	3.86
	9.62(10-4
	2.31
	
	4.77(10-6
	3.98
	9.64(10-4
	2.31
	5.04(10-4
	3.38

	128
	4.58(10-7
	3.53
	2.42(10-4
	1.99
	
	1.91(10-7
	4.64
	2.43(10-4
	1.99
	3.19(10-5
	3.98

	256
	8.37(10-8
	2.45
	5.76(10-5
	2.07
	
	1.36(10-8
	3.81
	5.76(10-5
	2.07
	2.41(10-6
	3.72

	512
	1.84(10-8
	2.18
	1.43(10-5
	2.01
	
	1.42(10-9
	3.26
	1.43(10-5
	2.01
	2.80(10-7
	3.11

	1024
	4.33(10-9
	2.09
	3.56(10-6
	2.00
	
	1.69(10-10
	3.07
	3.56(10-6
	2.00
	3.53(10-8
	2.99

	2048
	1.05(10-9
	2.04
	8.90(10-7
	2.00
	
	2.09(10-11
	3.02
	8.90(10-7
	2.00
	4.46(10-9
	2.99


注：DG2表示P2基函数的RKDG方法，WENO5表示五阶FVWENO方法，
WENOM表示五阶FVWENO方法+源项四阶精度积分公式（17）
从表1中可以看出，用Strang分裂方法，由于在时间上只有二阶精度，在时间步长与空间步长同阶的情况下，即使采用高精度的
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基函数DG方法也只能达到二阶精度。而无分裂的
[image: image90.wmf]2
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元DG方法和修正FVWENOM方法可以达到和SSPRK方法同阶的三阶精度，但没有采用高精度源项积分的FVWENO只达到二阶精度，无论是分裂方法还是无分裂方法，RKDG方法在网格规模相同的情况下，其数值解的误差明显要比FVWENO方法的小得多。
2.2  间断计算能力测试

第二个例子是一个带有源项的对流方程
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取初值为
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[image: image93.wmf]s
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是间断的初始位置，这个例子的解析解是一个以速度1向右传播的间断解。
文[5]指出，当网格数不够多时，计算的间断波速度变慢甚至是不动的。为了衡量方法的间断捕捉能力，定义数值平均速度
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其中
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分别是
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时刻初值和数值解的求和。
计算中取
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，CFL数取0.1，计算区间为[0,2]，初始间断位置为
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表2 带有刚性源项的对流方程
Table 2  Linear advection equation with stiff source term

	N
	Strang split method
	
	Unsplit method

	
	DG2
	WENO5
	
	DG2
	WENO5
	WENOM

	256
	5.3(10-4
	4.7(10-4
	
	0.7106
	4.8(10-4
	4.8(10-4

	512
	0.7249
	4.0(10-2
	
	0.9029
	7.8(10-4
	0.4032

	1024
	0.9332
	0.8145
	
	0.9689
	0.8094
	0.8327

	2048
	0.9877
	0.9398
	
	0.9956
	0.9387
	0.9421


从表2中可以看出，在网格规模相同的情况下，RKDG方法的数值平均速度比FVWENO的更接近于1，说明前者对于间断波的捕捉更为准确。而对于同一数值格式，当网格数较少时，计算的数值平均速度是不正确的。只有当网格数足够多时，各种格式得到的数值速度才趋近于1。无分裂的DG2和WENOM比对应的分裂方法的结果稍微准确些，这与无分裂方法比相应的分裂方法的精度高一阶有关。
2.3  一维ZND爆轰波
第三个算例是一维稳定爆轰波问题，初始时刻，假定爆轰波的von Neumann点位于
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。首先考虑一个CJ-ZND爆轰波情形。未燃气体状态为
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状态方程及Arrhenius模型中各参数分别为
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。这些参数下理论解半反应长度为1[3]。计算区间取为[-40,40]，网格数N=400，该网格数可以分辨反应区，计算的CFL取为0.18。该问题的理论爆轰波速度为5.4419。计算到时间
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，此时爆轰波传播到27.2附近。图1是计算的密度分布的局部放大图，可以看出RKDG方法的解比FVWENO的更接近于精确解，且间断面过渡网格点要少。但是由于RKDG方法使用了TVB型的限制器（限制器常数取为1.0），算出的von Neumann点比FVWENO的略低，而分裂方法对于解的影响几乎看不出。
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图1  CJ-ZND爆轰波结果局部放大图

Fig.1  Detail view of CJ-ZND detonation wave
	[image: image108.jpg]1.8

Density

1.4

1.2

Iml

& =)

- 8

I &

B Exact Solution

I O DG2,Strang

§ %k DG2,Unsplit

B O WENOS5,Strang @

- - WENOM,Unsplit 3¢

B I I I ||||@|||$| 1$||
97 97.5 98 98.5 99 99.5

X




图2  强ZND爆轰波结果局部放大图

Fig.2  Detail view of strong ZND detonation wave


其次，我们考虑一个强爆轰情形，其未燃气体状态和前面的CJ-ZND爆轰波波前的相同，状态方程及Arrhenius模型中各参数分别为
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。这时半反应长度为0.01[3]，计算区间为[-10,110]，网格数N=800。该网格数对这个问题是“under-resolved”，即无法分辨反应过程中组分的空间变化，只能捕捉爆轰波的位置。该情形下理论强爆轰波的速度为4.9093，计算到时间
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，此时爆轰波传播到98.186附近。图2是局部放大图，图中实线是用4000个网格求得的理论解。可以看出RKDG方法的间断面过渡网格点数比FVWENO的更少，而分裂方法对于两种数值方法的影响不大。
2.4  二维不稳定爆轰波

第四个算例考虑一个初始扰动了的CJ-ZND爆轰波经过一段时间发展之后，它的化学反应区里具有胞格这样一种规则的结构。初始时刻，该ZND爆轰波的von Neumann点位于
[image: image112.wmf]0

x

=

处，右侧的未燃物状态为
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状态方程及Arrhenius模型中各参数分
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方向，初始流动状态
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其中
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为在上述参数下的精确CJ-ZND解。物理区域为
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。网格数为
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，CFL数取0.18，上下边界采用反射边界条件，左右边界分别采用入流和出流边界条件。图3和图4分别是
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元RKDG方法和五阶WENO方法结合Strang分裂法的结果。由于所用的网格足够密，二者的结果差别看不出。在两种方法得到的图中，都可以清楚的看到三波点沿着爆轰波阵面的横向移动[17]。
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图3  P2-RKDG结合Strang分裂模拟二维不稳定爆轰波结果，从左到右、从上到下依次为以(t=1/30为时间间隔，从t=3/30到8/30的密度等值线图
Fig.3  Numerical results of 2d unstable detonation wave by P2-RKDG with Strang split.

Sequences from left to right and top to bottom correspond to those from t=3/30 to 8/30 with timestep (t=1/30
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图4 五阶FVWENO结合Strang分裂模拟二维不稳定爆轰波结果，

从左到右、从上到下依次为以(t=1/30为时间间隔，从t=3/30到8/30的密度等值线图
Fig.4  Numerical results of 2d unstable detonation wave by fifth order FVWENO with Strang split.

Sequences from left to right and top to bottom correspond to those from t=3/30 to 8/30 with timestep (t=1/30
2.5  CJ-ZND爆轰波绕过
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拐角的衍射现象

第五个算例为一个CJ-ZND爆轰波绕过一个
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的拐角，计算区域为
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，其中
[image: image139.wmf][0,15][0,60]

´

是一固壁，初始时刻一向右传播的CJ-ZND爆轰波位于固壁上面
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处。右侧的未燃气体状态为
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状态方程及Arrhenius模型中的参数分别为 
[image: image142.wmf]1.4,25,35,120,

g

====

r

QEaK

计算取到时间
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，CFL数取为0.18，网格数为
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。上下边界和壁面采用反射边界条件，左右边界分别采用入流和出流边界条件。
当爆轰波传播到拐角后，支撑爆轰波燃烧的激波在壁面附近的强度减弱，温度降低，沿着绕射激波，激波后面的温度将会明显地降低到比相应ZND波的温度低，这时化学反应将会停止。随着未反应激波垂直于竖直墙的表面继续往前传播，紧跟其后的流体温度将会上升，这时依赖于活化能的强度，如果波后温度相对于活化能足够高，燃料可被重新点燃，爆燃波被重新激发，并在远处与水平向右传播的爆轰波相连接。图5(a)和5(b)分别是用
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阶RKDG和五阶WENO结合Strang分裂得到的结果，可以清楚的看到爆轰波绕过拐角后爆燃波和前导激波分离的现象。我们将FVWENO在
[image: image146.wmf]960960

´

网格上的计算结果作为更准确的参考解，并取
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的截面进行了比较，发现在
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网格上RKDG的结果和参考解的符合程度要略好于FVWENO的结果。
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(a)  RKDG方法的密度等值线图

(a)  Density contour of P2 RKDG method
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(b)  FVWENO方法的密度等值线图

(b)  Density contour of 5th order FVWENO


图5  CJ-ZND爆轰波绕过90(拐角
Fig. 5  CJ-ZND detonation wave passing a 90( corner

[image: image151.jpg]3.5

3|
25

2 °r

(7)) |

c u

o B

01.5_— 3
1{&3&
0.5

WENOS3, Strang, 960’
o DG2, Strang, 480’
¢ WENOS, Strang, 480°

20





图6  x=25截面的密度
Fig. 6  Density of slice plane x=25
3  结论

本文采用龙格库塔间断有限元方法对带有源项的守恒律方程组进行了数值求解并和有限体积型WENO方法进行了比较。数值结果表明，间断有限元方法不仅在光滑的区域具有较高精度，而且具有非常好的间断捕捉能力，因而可以更好的模拟爆轰波的ZND结构。即使对于强刚性问题，由于RKDG法在单元内通过选取适当的基函数提高数值精度，能够在较少的网格数下得到正确的爆轰波位置，克服了一般有限体积方法在求解强刚性问题时由于网格分辨率不够而容易产生虚假反应的现象，而且由于RKDG方法不要求近似解的全局连续性，因此非常易于自适应和并行计算，有望成为模拟复杂化学反应流动的一种有效方法。
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