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基于高斯曲率的蛋白质嵌入到对称低温电镜
密度图的方法
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摘摇 要: 为了解决低温电镜三维重构得到的对称生物大分子三维结构分辨率低的问题,提出一种新的基于高斯曲

率计算的自动化的方法. 通过计算生物分子表面的高斯曲率和优化模型等数学方法把单个蛋白质或其他亚基嵌入

到对称的低温电镜密度图中,通过计算蛋白质和对称低温电镜密度图的离散高斯曲率来定义特征点,对低温电镜

密度图,利用 K鄄means 分类来定义相应的特征点. 接下来用均方根偏差 值和曲率的交叉关联系数和优化模型来匹

配对应的特征点. 然后,用最小二乘法计算旋转矩阵和平移向量. 最后用同样的方法把其他部分也嵌入到对称的

生物大分子中. 给出了椭球体 x2 + y2

2 + z2
3 = 1 的解析高斯曲率和数值计算的高斯曲率的比较、蛋白质 1DOR 的高

斯曲率计算和特征点的计算结果、蛋白质 1DOR 和 2REC 的分子装配结果可视化. 数值实验结果表明本文所提出

来的一系列的方法是准确和有效的.
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Abstract: To solve the problem of low resolution of three鄄dimensional symmetric biomacromolecule
structure obtained by Cryo鄄electron microscopy ( cryo鄄EM) density maps, a new method based on
Gaussian curvature calculation was proposed. The new feature points were defined by calculating the
discrete Gaussian curvature of the protein and the symmetrical cryo鄄EM density maps. For the
symmetrical cryo鄄EM density maps, the K鄄means method was used to define the corresponding feature
points. The corresponding feature points were matched by the cross correlation score of root mean square
deviation (RMSD) values and Gaussian curvature and the optimization model. The rotation matrix and
the translation vector were then calculated using the least squares method. Finally, the other parts were
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fitted into the symmetrical cryo鄄EM density map in the same way. The Gaussian curvature of ellipsoid was

calculated, x2 + y2

2 + z2
3 = 1, and the analyzed Gaussian curvature was compared with the numerical

Gaussian curvature. The Gaussian curvature of the protein 1DOR was calculated and the feature point is
also calculated. The fitting results of the macromolecules assembly of protein 1DOR and 2REC were
visualized. The numerical experiments show that this method is accurate and effective.
Key words: macromolecular structure; cryo鄄EM;gaussian curvature;optimization model

摇 摇 低温电镜技术最近受到科研人员的重点关注,
该技术不仅能解析蛋白质和病毒的三维结构,而且

可以处理细胞器和超分子. 其优点是不需经过繁复

的步骤制备样品,就可以通过大量采集其投影图像、
图像处理技术和三维重构方法得到蛋白或细胞器在

近生理状态的三维结构. 目前低温电镜三维重构得

到的三维结构分辨率还很低,仍然需要其内部的独

立部分的高分辨率的三维结构,他们可以通过结晶、
NMR、或者蛋白质结构比较等方法[1鄄3]得到. 这些高

分辨率的独立的结构包括:蛋白质、结构域、核糖体

等. 把这些高分辨率的独立结构装配到低温电镜的

整体密度图中[4鄄9],就可以得到一个完整的生物大分

子三维结构[10鄄11] . 近几年研究人员提出了一系列的

将高分辨率的晶体结构、低温电镜密度图和计算生

物相结合的建模方法[12鄄19] . 本文提出一种新的自动

化的方法解决对称生物大分子的装配问题.

1摇 研究现状

2007 年,SALI 课题组[3] 采用多种方法详细研

究了酵母核膜孔复合体的三维结构. 该方法综合利

用低温电镜三维重构技术、超速离心技术、定量免疫

分析技术、亲和层析技术、质谱技术、免疫电镜技术,
再结合约束条件和计算生物学,建立模型,最终得到

其高分辨率三维结构. 1999 年,Wriggers 等[20] 发表

了将高分辨率晶体结构嵌入到低分辨率低温电镜密

度图的向量量化的方法. 该方法用向量量化的特征

点代替低温电镜密度图的图像和高分辨率的蛋白质

或者其他亚基,并完成了相应的 Situs 程序包. Hugo
等[21]采用蛋白质和低温电镜密度图的表面的方法,
并需要考虑到各个蛋白质(或者亚基)之间的连接

关系. Pintilie 等[22] 采用分水岭和尺度空间滤波的

方法即首先利用分水岭方法对低温电镜密度图像进

行分割,然后用尺度空间滤波的分组,最后把单独的

每一部分填充到低温电镜密度图中. Kawabata[23]于

2008 在 Biophysical Journal 上发表的文章,针对对称

的生物大分子,利用高斯混合模型和 EM 算法建立

了新的模型. Topf 等[24] 综合利用蒙特卡洛搜索、共
轭梯度最小化、模拟退火分子动力学模拟等方法,提
出一种新的嵌入和优化模型. Zhang 等[25] 于 2010
年提出了二次规划的方法,该方法用向量量化分别

把密度图和蛋白质 (或者亚基) 转化为几个特征

点[26鄄27],建立优化模型.
在大分子细胞器的分子装配过程中,大部分研

究者都会用到特征点的方法. 本文针对对称的生物

大分子结构,提出一种基于蛋白质高斯曲率表面的

方法,结合优化模型来定义特征点模型.

2摇 研究方法和结果

2郾 1摇 曲率的相关概念

曲率是刻画曲面弯曲程度的重要几何概念. 其

定义是,在曲面 S 的任意一点 x(u,v)的切平面上定

义线性变换 W,称之为 Weingarten 变换,使得

W(xu) = - nu, W(xv) = - nv (1)
那么对于切平面上的任何一个向量 t = axu + bxv,有

W( t) = - anu - bnv (2)
曲面 参 数 的 选 择 与 这 个 变 换 无 关, 并 且

Weingarten 变换是线性的自共轭的变换. 曲面的主

曲率是 Weingarten 变换的 2 个实特征值 k1、k2 .
由 k1、k2 可以得到高斯曲率的定义

KG = k1k2 (3)
和平均曲率的定义

K =
k1 + k2

2 (4)

2郾 2摇 数据的初步处理

首先,用 Situs 软件包中的 pdb2vol 软件,在

linux 系统下,把高分辨率的蛋白质结构转化为低分

辨率的低温电镜密度图三维结构或从 EMDB 数据

库下载低温电镜密度图. 这里体素的取值均是 0郾 3
nm,用的核函数均是高斯光滑核函数

N(x,y) = 1
2仔滓2e

- x2 + y2
2滓2 (5)

式中 滓 = 0郾 882 6 nm. 用三线插值法转化为正方体
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网格. 用面绘制的显示软件 Chimera[28] 生成结构体

等值面网格. 该网格包括: 1) 三角形网格的顶点编

号; 2) 网格的顶点; 3) 网格顶点的法向量. 接着

提取顶点和三角形的顶点编号.
2郾 3摇 不规则几何体表面的曲率计算

根据 Gauss鄄Bonnet 定理可以将高斯曲率离散

化[29鄄30],离散的高斯曲率表示为

不规则曲面在点 P 处的高斯曲率

KG(P) =
3(2仔 - 移兹i)

A(xi)
(6)

式中:兹i 为角度蚁QiPQi + 1;A(xi)为围绕点 P 的表面

三角形网格的面积总和;Qi、Qi + 1为三角形网格的 2
个顶点.

曲面的特殊参数可表示为 z = z(x,y),高斯曲

率的准确计算公式为

KG = rt - s2

(1 + p2 + q2) 2 (7)

式中 p、q、r、s、t 分别表示为 p = 鄣z
鄣x,q = 鄣z

鄣y,r =
鄣2 z
鄣x2,s

= 鄣2 z
鄣x 鄣y,t =

鄣2 z
鄣y2 .

文中曲率如果没有说到高斯曲率还是平均曲

率,则曲率指的是高斯曲率. 椭球体 x2 + y2

2 + z2
3 = 1

的解析高斯曲率分布图和数值计算高斯曲率分布图

分别由图 1、2 给出. 图 1 是椭球体 x2 + y2

2 + z2
3 = 1

的解析高斯曲率分布图,可以看出,整个椭球体的真

实高斯曲率在 0郾 2 ~ 1郾 4. 高斯曲率比较大的顶点分

布在椭球体的最长轴顶端,高斯曲率比较小的顶点

分布在椭球体最短轴的顶端附近. 从曲率最小到最

大是逐渐递增的过程. 图 2 是椭球体 x2 + y2

2 + z2
3 =

1 的数值计算高斯曲率分布图,仔细观察不难发现

数值计算的高斯曲率在 0 ~ 2. 同样是曲率比较大的

顶点分布在最长轴的顶端附近,曲率比较小的顶点

分布在最短轴的顶点附近. 从曲率最小到最大也是

逐渐递增的过程. 比较图 1、2,可以得到,高斯曲率

的分布规律相同,但是曲率范围不一样. 数值计算

的曲率值相对较大,但是差别不是很大. 从计算的

结果可以发现差别在准确曲率的 2 倍以内.
2郾 4摇 低温电镜密度图的高斯曲率

由 Chimera 软件得到的三角形网格有很大噪

音,例如有的三角形网格内 3 条边长度差距很大,从
而高斯曲率也会很大. 本文中出现这种情况,就令

图 1摇 椭球体 x2 + y2

2 + z2
3 = 1 的解析高斯曲率分布图

Fig. 1摇 Exact Gaussian curvature value of an ellipsoid:

x2 + y2

2 + z2
3 = 1

摇

图 2摇 椭球体 x2 + y2

2 + z2
3 = 1 的数值计算高斯

曲率分布图

Fig. 2摇 Numerical Gaussian curvature value of an

ellipsoid: x2 + y2

2 + z2
3 = 1

摇

其高斯曲率为 0,或者删掉这个三角形网格.
为了减小误差带来的曲率计算不准确,采用如

下方法:首先计算蛋白质或者低温电镜密度图的每

一个点的高斯曲率,然后按照曲率值递减顺序排序.
取前 rn 个顶点,然后搜索每个顶点的球形领域的顶

点,半径 r = 4郾 5 伊 10 - 10 m. 得到 2 个矩阵 C 和矩阵

G,C ij是顶点在搜索范围内的顶点编号,G ij是对应顶

点的曲率. 顶点 P 的高斯曲率定义为其邻域的所有

顶点的曲率平均值. 图 3 为计算的低温电镜下的几

何体密度图的曲率分布. 把小于 0 的高斯曲率都设

置为 0,图 3 显示的是蛋白质 1DOR 的低温电镜密

度图的高斯曲率分布图. 可以发现高斯曲率比较大
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的顶点都分布在相对较尖的地方. 通过计算得到对

于 1DOR 的低温电镜密度图的高斯曲率分布在

- 0郾 02 ~ 0郾 18,比较接近于 0. 高斯曲率数值为正的

顶点表明这个顶点向外凸,反之高斯曲率为负的顶

点表明这个顶点向内凹.

图 3摇 蛋白质 1DOR 的高斯曲率分布图

Fig. 3摇 Distribution of Gaussian curvature of
protein 1DOR

摇

2郾 5摇 对称生物大分子特征点的分割

由于研究对象是对称的生物大分子,所以可以

用 K鄄Means 分类. 该方法是一种动态聚类的方法,
它是由麦卡因(MacQuean)在 1967 年提出来的. 经

K鄄means 分类后的每一类的特征点记为 Nem,和它对

应的曲率集合记为 Gem .
用以上方法得到的低温电镜下蛋白质 1DOR 的

一个亚基的特征点分布如图 4 所示. 可以看到,对
于对称的生物大分子,采用 K鄄means 分类以后得到

的特征点的分割基本符合本文对于特征点的要求.
红色的顶点表示特征点,绿色的顶点表明是其他的

顶点. 经过计算得到 7 个特征点,但是有两个特征

点不是需要的特征点,因为它们在几何体的内部凹

陷地方,这是由于误差导致的错误,可以利用它们附

近的高斯曲率为负值排除它们. 另一部分的特征点

没有显示,计算的过程发现与显示的特征点几乎一

样,这是因为它们是对称的缘故.
2郾 6摇 特征点的匹配

这里把分割后 Target 的特征点与 Probe 的特征

点匹配的问题抽象成一个优化问题:
把 Target 上的经过分类的特征点记为集合 Tem,

Probe 上的特征点记为集合 Ppr .
记集合 Tem 和 Ppr 的特征点个数为 | Tem | = m,

|Ppr | = n, 显然 m < n. 对集合 Nem和 Npr中的特征点

按照高斯曲率递减顺序排序. 接下来在集合 Tem中

图 4摇 低温电镜下蛋白质 1DOR 的一个亚基的特征点分布

Fig. 4摇 Feature points distribution of one subunit of
protein 1DOR

摇

选 3 个点,共有 | Tem | 3 种情况. 假设所选的顶点为

n1
em、n2

em、n3
em,对应的曲率为 g1

em、g2
em、g3

em . 然后在集

合 Ppr中逐一与他们的组合计算最小 RMSD 值和曲

率的交叉关联系数. 得到曲率的交叉关联系数

cc(G) = uv
|u | | v | =

移
n

i = 1
uivi

移
n

i = 1
u2
i 移

n

i = 1
v2i

(8)

式中:u、v 分别表示 target 和 probe 上的特征点的曲

率组成的向量.
最小化 RMSD 可通过解下面的优化模型,集合

Ppr中顶点高斯曲率较大或者较小的顶点可删掉.

min 移
m

i = 1
| kxi - kai | + 移

m

i = 1
移
m

j = 1
| xij - aij | (9)

s. t. xij = | xi - x j | , xi,x j沂P
aij = | ai - a j | , ai,a j沂T

式中:kxi为点 xi 的曲率;kai为点 ai 的曲率.
通过求解,就得到了与 n1

em、n2
em、n3

em 对应的在

probe 上的特征点不妨记为 n1
pr、n2

pr、 n3
pr .

2郾 7摇 求旋转矩阵 R 和平移向量 T
有了对应的特征点,下一步用最小二乘法[31鄄32]

求出 Tem上特征点 n1
em、n2

em、n3
em到 Ppr上的特征点 n1

pr、
n2

pr、n3
pr的旋转矩阵 R 和平移向量 T. 然后,把旋转矩

阵 R 和平移向量 T 作用到整个蛋白质或者低温电

镜密度图中.
2郾 8摇 旋转矩阵和平移向量的最小二乘求解法

设 X1,X2,…,Xn 和 Y1,Y2,…,Yn 分别是 X 和 Y
对应蛋白质的原子的三维坐标. 在下面的目标函数

中,R 为一个 3 伊 3 的旋转矩阵,T 为平移向量, Si,j
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为分配变量.

min 移
nx

i = 1
移
ny

j = 1
Si,j |X i - R(Yi - T) | 2 (10)

s. t. 移
nx

i = 1
Si,j臆1,j = 1,…,ny

移
ny

i = 1
Si,j臆1,j = 1,…,nx

Si,j沂{0,1}
X 和 Y 定义为

X = 1
n 移

n

i = 1
X i (11)

Y = 1
n 移

n

i = 1
Yi (12)

式(10)中的平移向量 T 可表示为

T = Y - RtX.
旋转矩阵 R 可用欧拉角 椎、兹、鬃 表示为

R =
cos鬃cos椎 - cos兹sin椎sin鬃 cos鬃sin椎 + cos兹cos椎sin鬃 sin鬃sin兹
sin鬃cos椎 - cos兹sin椎cos鬃 - sin鬃sin椎 + cos兹cos椎cos鬃 cos鬃sin兹

sin兹sin椎 - sin兹cos椎 cos

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷

兹
(13)

由文献[33]可以通过表达式定义四元数参数

孜、浊、灼、字:

孜 = sin 兹
2 sin 鬃 -椎

2

浊 = sin 兹
2 cos 鬃 -椎

2

灼 = cos 兹
2 sin 鬃 -椎

2

字 = cos 兹
2 cos 鬃 -椎

2
则旋转矩阵 R 可以表示为

R =
- 孜2 +浊2 - 灼2 + 字2 2(孜字 -浊灼) 2(孜字 +浊灼)

-2(孜浊 + 灼字) 孜2 -浊2 - 灼2 + 字2 2(浊字 - 孜灼)
2(浊灼 - 孜字) -2(孜灼 +浊字) - 孜2 -浊2 + 灼2 + 字

æ

è

ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷2

(14)
四元数并不是独立的,它们有如下关系

孜2 + 浊2 + 灼2 + 字2 = 1 (15)

定义如下协方差矩阵 C

C = 移
n

i = 1
(X i - X)(Yi - Y) t (16)

目标是最小化式(10),可通过计算 R 和 T 使目

标函数最小. 通过计算得到(孜,浊,灼,字) t 是矩阵 P 的

最大特征值对应的特征向量.

P =

-C11 +C22 -C33 -C12 -C21 -C23 -C32 C13 -C31

-C12 -C21 C11 -C22 -C33 C13 +C31 C23 -C32

-C23 -C32 C13 +C31 -C11 -C22 +C33 C12 -C21

C13 -C31 C23 -C32 C12 -C21 C11 +C22 +C

æ

è

ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷÷

33

(17)
可以用矩阵 SVD 分解求最大的特征值和特征

向量.

3摇 实验结果可视化

实验用的蛋白质 1DOR 和 2REC 的数据由蛋白

质数据库 PDB 给出. 蛋白质 1DOR 有 2 个完全相同

的蛋白质链,这里首先对 1DOR 蛋白质用 Situs 软件

包中的 pdb2vol 软件把它转化为低温电镜下的密度

图. 首先拿出一条蛋白质链,进行平移和旋转. 经

过计算得到了比较相近的结果,图 5 为计算的一个

1DOR 链经过旋转平移后嵌入到低温电镜密度图的

计算结果展示. 为了和原来的蛋白质相比较,这里

把低温电镜密度图换成了蛋白质 1DOR. 通过仔细

观察计算的结果和原来的蛋白质的一条链位置有一

定的差别,但是差别不是很大. 由于问题的计算非

常复杂,前面一个小小的误差就会导致结果差别

很大.

图 5摇 经过平移旋转后的一条链与 1DOR 的

一条链的结果比较

Fig. 5 摇 Comparison of one chain after transformation and
rotation to one chain of the protein 1DOR

摇

同样,蛋白质 2REC 有 6 条完全相同的蛋白质

链,这里对蛋白质 2REC 用 Situs 软件包的 pdb2vol
软件把它转化为低温电镜下的密度图. 首先,拿出

一条蛋白质链,把它做平移和旋转. 其目的是把它

正确的放回去. 经过计算可以得到比较相近的结

果,如图 6 所示. 可以看到,蛋白质 2REC 的一条链
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嵌入到相应的低温电镜密度图中的结果展示. 为了

和图 5 相区别,图 6 用低温电镜的密度图和蛋白质

的一条链显示结果. 可以看出,这条链基本嵌入正

确位置. 但是由于误差的存在,嵌入没有完全正确.
这里的误差主要还是在特征点的选择,下一步的工

作将会继续完善特征点的定义和选择.

图 6摇 2REC 的一条链嵌入到其对应低温电镜密度

图的情况

Fig. 6摇 Fitting of one chain of the protein 2REC
to its cryo鄄EM density map

摇

4摇 结论

本文通过计算蛋白质和对称低温电镜密度图的

离散高斯曲率来定义特征点. 直接根据高斯曲率定

义蛋白质的特征点;对于低温电镜密度图利用 K鄄
means 分类来定义它的某一个亚基的特征点,进而

与蛋白质的特征点匹配. 特征点的匹配用到 RMSD
值和曲率的交叉关联系数和优化模型. 并用最小二

乘法找到旋转矩阵 R 和平移向量 T. 用同样的方法

把其他部分也嵌入到对称的生物大分子中. 并用真

实的数据通过实验数值说明了该方法的有效性. 通

过可视化的结果展示来说明给出的一系列方法的准

确性和可靠性.
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