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摘 要 
 
 

Sylvester 方程是矩阵理论研究中的一种非常重要的方

程；在控制论、系统理论等工程领域和数学领域有着极其

广泛应用的 Lyapunov 方程就可以看成是一种特殊的

Sylvester 方程。矩阵分离度在 Sylvester 方程的敏度分析和

不变子空间的扰动理论中有着非常重要的应用。因此选择

高效的算法求解 Sylvester 方程和计算矩阵分离度是非常必

要的。传统的数值代数方法效率不高，基本只能处理经典

的小型问题或者做一些估计；而一般的优化方法虽然对小

规模问题非常有效，但也面临对大规模问题的存储困难。

本文给出的用于 Sylvester 方程求解和计算矩阵分离度的优

化算法，能处理的问题规模比以往大了不少。它们不但解

决了存储问题，而且运算量也小了，此外对有特殊形式的

问题算法还有更好的效果。 
 
 
 

关键词：Sylvester 方程，Lyapunov 方程，矩阵分离度，梯度型算法， 

投影梯度算法，投影 BB 方法，Poisson 方程，有限差分法。 
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全文通用记号 
 
 

kx                           第 k 个迭代点 

( )kg f x= ∇ k                 目标函数 ( )f x 在 kx 点的梯度向量 

1 2,  v v                      两个向量 与 的内积 1v 2v

( )P t�                         矩阵 的每个元素都对 求一阶导 P t

TP                        矩阵 或向量 的转置 P P

( )f x′                        函数 ( )f x 的一阶导函数 

 

另外，如不作特殊声明，文中所有范数  ⋅ 均指欧氏范数
2

 ⋅ . 
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第一章 引 言 
 

 

第一节 问题背景 
 
 

1. Lyapunov 方程： 
 

1892 年，俄罗斯数学家 Alexander Mikhailovitch Lyapunov，在他的博士论文中提出其著

名的线性与非线性系统的稳定性理论时，引入了一类新的矩阵方程。这类方程能很好地描述

系统的状态。后来人们把这类方程称为 Lyapunov 方程。1992 年 3 月，Lyapunov 当年的博士

论文的完整的英译稿首次被发表在 International Journal of Control 上。 
Lyapunov 方程以及具有 Lyapunov 型的方程应用极广，除了控制论、系统论之外，还在

很多其他的工程领域和数学领域有着相当广泛的应用。例如：信号处理、线性代数、微分方

程、边枝定界问题、通讯工程、建筑……。 
Lyapunov 理论在十九世纪末被提出，它的应用从二十世纪六十年代开始被人们逐渐了

解和接受，并且很快就成为控制论中最主要的研究课题之一。正因为有着广泛的应用，在过

去四十年中，Lyapunov 方程也是数学家们的一个非常活跃的研究课题。 
 
下面我们将介绍 Lyapunov 方程的具体形式。 
一般称如下方程为微分 Lyapunov 矩阵方程，它能描述随时间连续变化的系统： 

                  .             （1.1.1） 
T

0 0

( ) ( )  ( ) ( )  ( )  ( )
( )  

A t P t P t A t Q t P t
P t P

⎧ + + =
⎨

=⎩

�

其中 是 的未知解矩阵， 是( )P t n n× ( )A t n n× 的系统矩阵， 是( )Q t n n× 对称矩阵（一般

是正定或半正定的）。 

如果系统随时间不变化，则 （固定状态），这时矩阵（1.1.1）变为代数 Lyapunov

矩阵方程： 

= 0P�

T +  + Q = 0A P PA .                      （1.1.2） 

如果系统随时间离散变化，那么对应的 Lyapunov 矩阵差分方程为： 

0 0

( ) ( ) ( ) + ( )  ( 1)
( )  

TA k P k A k Q k P k
P k P

⎧ = +
⎨

=⎩
.              （1.1.3） 

对于随时间不变的离散系统，它始终在固定状态： 0( 1) = ( ) = P k P k P+ ，我们有离散

形式的代数 Lyapunov 矩阵方程： 
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T + Q = A PA P .                        （1.1.4） 

以上就是最一般的四种 Lyapunov 方程，其中方程（1.1.2）和（1.1.4）又是研究和解决

所有 Lyapunov 方程的基础。 
 
 

2. Sylvester 方程： 
 
我们称形如： 

   AX XB C− = .                        （1.1.5） 

其中 ，R n nA ×∈ Rm mB ×∈ ， R n mC ×∈ ， R n mX ×∈ 的矩阵方程为 Sylvester 方程。 

在代数中，尤其是矩阵理论的研究中，Sylvester 是一类非常重要的矩阵方程。它的应用

也非常广泛。我们刚才介绍的 Lyapunov 方程的代数形式就是一类特殊的 Sylvester 方程；在

偏微分方程数值解理论中，椭圆型方程的有限差分格式也可以化为 Sylvester 方程。 
 

将 Sylvester 方程的解矩阵化成列向量 ，相应地，Sylvester 方程就化为：

，其中 ， 都是由 、

R nmx∈

  Dx c= � R nm nmD ×∈ R nmc∈� A B 、C 决定的常量。这样我们就把 Sylvester

方程化成了和它等价的最简单的线性方程组。然而这样处理以后，问题的规模陡增，大大增

加了存储量和计算量（这在本文后面会详细讨论）。于是寻求 Sylvester 方程的直接的快速的

解法成为了研究 Sylvester 的重要课题。 
 
 

3. 矩阵分离度的提出和应用： 
 
我们记： 

 F  
Sep( ,  ) = min{    ,  R  , =1 }n mA B AX XB X X×− ∈

F

×

.    （1.1.6） 

其中， 。我们称如上定义的Se 为矩阵 和矩阵R  ,  Rn m n mA B×∈ ∈ p( ,  )A B A B 的分离度。 

由于有限维线性赋范空间的范数是等价的，本文只考虑取 Frobenius 范数的矩阵分离度计算。 

我们观察线性算子 ： ，根据（1.1.6）容易验证它的逆 的范数

是：

L     LX AX XB= − 1L−

1 1

1
 = max  = 1 / Sep( ,  )

x
L L x A− −

=
B ，正是基于这样的性质，矩阵分离度的定义才会

被提出。为了保证
1L−
范数有意义，这里要求 ( )  ( ) = A Bλ λ ∅∩ 。否则， ，

这在[9]中有详细的证明。 

Sep( ,  ) = 0A B

 

我们刚才已经指出了
1  = 1 / Sep( ,  )L− A B 这一事实；而根据范数定义，我们又容易知
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道：
1

 = max        
X

L AX XB A
=

− ≤ + B 。如果我们和一般线性方程组 的条

件数那样类似地定义 Sylvester 方程

  Ax b=

   AX XB C− = 的条件数
1 =  L Lκ −⋅ ，就可以得

到  =  (   ) / Sep( ,  )A B Aκ + B 。这样，为了估计扰动对 Sylvester 方程解的影响，估算

矩阵分离度Se 是十分重要的。事实上， [6]中已经给出了如下定理 1 的证明： p( ,  )A B

定理 1：设 X� 是 Sylvester 方程（1.1.5）的计算解，X 是精确解。记 =:     R AX XB C− −� � ，

则有如下结论成立： 

        
    

  
Sep( ,  )

X X A B R
X A B C

− +
≤ ⋅

�
 

这个定理揭示出了矩阵分离度在 Sylvester 方程敏度分析中的重要价值。 
此外，矩阵分离度在不变子空间的扰动理论中也有着重要的作用。这在[9]中有较为详

细的讨论，这里不再赘述。 
 
 
 

第二节  方法简介 

 
 

上一节中，我们简单介绍了 Sylvester 方程和矩阵分离度问题的重要性。对于这两个线

性代数问题的求解方法，在数值代数界已经被研究了几十年了，但仍然找不到高效率的算法，

特别是针对大规模问题。于是，我们寻求用优化方法来解决这两个问题。 
 
优化方法就是通过建模把一个问题化为如下优化形式： 

min ( )f x ,                                   （1.2.1） 

s.t.  ( ) 0,  ic x i E= ∈ ,                          （1.2.2） 

                                .                          （1.2.3） ( ) 0,   ic x i I≥ ∈

这里 和E I 分别是等式约束的指标集和不等式约束的指标集。（1.2.1）称为目标函数，（1.2.2）
称为等式约束，（1.2.3）称为是不等式约束。当 和E I 都是空集时，我们称这样的优化问题

为无约束优化问题；否则，称为约束优化问题。 
    对于所有的优化问题，我们通常有两大类方法：线搜索方法和信赖域方法。其中线搜索

法是最为常用，且被研究和应用最广的优化方法。本文考虑到大规模问题的主要困难在于存

储和运算量，所以只选择采用线搜索方法。 
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1. 无约束优化问题和梯度型方法： 
 
对于无约束优化问题： 

min ( )f x .                           （1.2.4） 

线搜索方法的基本思想是对于给定的初始点 0x 和某种终止条件，寻找一种合适的迭代

方案： 

1k k k kx x dα+ = + .                       （1.2.5） 

其中 kx 为第 次迭代点， 是第 次搜索方向（也称下降方向），k kd k kα 是第 k 次步长因子。

一般而言，我们选择的迭代方案总是使得目标函数值有某种意义的下降：

或者

T( ) 0k kf x d−∇ <

( )( )k k k kf x d f xα+ < 。 

 
梯度型方法就是一种最基本的线搜索方法。顾名思义，梯度型算法是以负梯度方向作

为极小化算法的下降方向，我国已故的著名数学家华罗庚先生形象地称之为“盲人上山法”。 
作为线搜索方法的一种，除了下降方向之外，步长因子是另一个非常重要的因素。在

梯度型方法中，不同的步长因子取法就是划分不同的梯度型算法的依据。我们熟知的最速下

降法就是一种取步长： 

arg min ( )k k kf x d
α

α α= + .                     （1.2.6） 

的梯度型方法。最速下降法可以说是整个非线性最优化理论中最简单的算法了，而且它有着

一些非常好的性质，例如计算量小，从任何初始点出发都能收敛等。然而，它的收敛速度非

常的慢（线性收敛），而且对函数依赖程度高，于是，它反而成为最不好用的方法了。 
 
随着研究的深入，人们在处理问题的规模越来越大，而且一般数值问题（无论是来自

方程还是来自代数）都会归结于解最简单的线性方程组： 
= Ax b .                             （1.2.7） 

其中 ， ， 。据统计，全世界现今所有超级计算机所作的工作的 80%

是在解（1.2.7）式，所以寻求大规模线性方程组的快速解法是当今比较重要的研究课题。在

优化中我们可以很简单地将（1.6）式转化成无约束优化形式： 

R n nA ×∈ R nb∈ R nx∈

T1min ( ) =   
2

Tf x x Ax b− x .                   （1.2.8） 

在研究 x 维数非常大时候，（1.2.8）的既节省空间代价又节省时间代价的算法，优化学家们

又把眼光放到了梯度型方法上来，因为它的计算量和存储量是最适合大规模二次问题（1.2.8）
的。 

然而传统的最速下降方法的收敛速度实在让人不敢恭维，因为它在二次型较扁时会出

现明显的 zigzag 效应：即下一次迭代的下降方向 1kd + 和当次迭代的下降方向 垂直，于是kd
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当迭代点越接近极小点时下降的速度越慢，下降的轨迹成齿轮状。 
经过简单推算我们可以发现最速下降法产生 zigzag 效应的症结所在： 

1  =   k k k kx x gα+ − ，  根据（1.2.6）， k = arg min ( ) k kf x g
α

α α−  

于是有： ，也即：  T( )   k k k kf x g gα′− − = 0

k

T
1 = 0k kg g+−

所以根据（1.2.6）式取函数值下降最小的步长是造成最速下降法失败的根本。也就是说最好

的下降方向和最好的步长并不合适用在一起。 
 
在探索其它梯度型方法的过程中，两位加拿大优化学家：Jonathan Barzilai和 Jonathan 

M. Borwein 做出了开创性的一步，1988 年他们在[1]中提出了“两点步长梯度法”，后来被

命名为“BB 方法”。 

BB 方法的思想非常简单：考虑迭代： 1     k k kx x S g+ = − ，其中  = k kS Iα 。且 kα  满

足： 
2 = arg min   k kx S g

α
α ∆ − ∆ ,                    （1.2.9） 

或者： 
21 = arg min   k kS x g

α
α − ∆ − ∆ .                   （1.2.10） 

其中 1k kx x x −∆ = − ， 1k kg g g −∆ = − 。我们注意到（1.2.9）、（1.2.10）式的定义形式是从拟

牛顿条件变化而来的，目的是让由此产生的步长 kα 具有某些拟牛顿属性。由于每次迭代都

需要前两个迭代点的信息，所以 Barzilai 和 Borwein 最初把这种方法叫做“两点步长梯度法”。

解（1.2.9），可得： 

,  / ,  k x g g gα = ∆ ∆ ∆ ∆ ,                    （1.2.11） 

解（1.10），可得： 

,  / ,  k x x x gα = ∆ ∆ ∆ ∆ .                    （1.2.12） 

对于二次型问题（1.2.8），（1.2.11）和（1.2.12）分别等价于： 

T T 2
1 1 1 = g g  / gk k k k kA Aα 1g− − − −

1

,                  （1.2.13） 

和： 

T T
1 1 1 = g g  / gk k k k kAgα − − − − .                     （1.2.14） 

这 时 步 长 kα 具 有 了 实 际 含 义 ， 它 分 别 等 于 上 一 次 迭 代 的 最 大 梯 度 值 下 降

1arg min ( )k kg x d
α 1α− + − 1和上一次迭代的最大函数值下降 1arg min ( )k kf x d

α
α− −+ 。从这个

实际含义可以直接看出最速下降法的 zigzag 效应在 BB 方法中将会得到有效的避免。 
BB 方法虽然不能保证在每一步迭代目标函数值都有下降，但对于二次型问题（1.2.8），

它确实能够收敛至最优解，而且 Marcos Raydan 在[7]中给出了算法 R-线性收敛的证明，经
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过试验，对于问题（1.2.8），BB 方法的收敛速度大大快于最速下降法。 
BB 方法可以说是打开了梯度型方法研究之门。 

     
后来中科院计算数学所的戴彧虹老师给出了 AS 算法，参见[2]；他和袁亚湘老师一起给

出了 AM 算法，参见[3]。关于这些方法的详细介绍和一些试验在本文的后面会有提及，这

里不再赘述。 
 
 

2. 等式约束优化问题和广义消去法： 
 
对于只有等式约束的非线性优化问题： 

min ( )f x ,                          （1.2.15） 

s.t.  ( ) 0c x = .                       （1.2.16） 

其中 。 T
1( ) ( ( ),   , ( ))mc x c x c x= …

解决等式约束优化的最基本的思想是将约束条件化去，也即将等式约束优化问题转化为

无约束优化问题。通常的手段有罚函数法、逐步二次规划法、可行点法等等。详见[12]、[13]。 
广义消去法也是解等式约束优化问题的一类非常行之有效的方法。下面简单介绍一下

广义消去法的基本原理。 

考虑任何非奇异矩阵 以及变量替换：R n nS ×∈ x Sw= 。对 进行变量分离 w

B

N

w
w

w
⎡ ⎤

= ⎢ ⎥
⎣ ⎦

,                          （1.2.17） 

其中 ， 。利用约束条件 m
Bw R∈ n m

Nw R −∈

( B B N Nc S w S w ) 0+ = ,                      （1.2.18） 

进行变量消去得到 

(Bw w )Nϕ= .                          （1.2.19） 

于是优化问题（1.2.15）—（1.2.16）等价于 

min ( ) ( )
n m

N
B B N N N

w R
f S w S w f w

−∈
+ = .                 （1.2.20） 

只要 非奇异，则利用直接计算可得到既约梯度 T ( )BS c x∇ T

T( ) ( ) [ ( ) ( )
Nw N N Nf w g w S f x c x T ]λ∇ = = ∇ −∇ ,           （1.2.21） 

其中λ满足于 

T T[ ( ) ( ) ] 0BS f x c x λ∇ −∇ = .                  （1.2.22） 
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对于无约束优化问题（1.2.20），我们采取线搜索方法。在每一步迭代中，按某种方式产

生下降方向 kd ，并用某种线搜索方法给出试探步长 0kα > ；于是 1( ) ( )k N k N k kw w α+ = + d 。 

我们需要计算 (( ) )B k N kw w dϕ α= + k ，这时应采用近似的拟牛顿法求解 

(( ) ( ) [( ) ]) 0k B B k N k N k kc S w S w dα+ + =

i
B

,              （1.2.23） 

得到迭代公式 

              ( 1) ( ) T T 1 ( )  [( ( ) )( ) ] (( )i i
B B k k B k Bw w c x S c S w+ −= − ∇

 ( ) [( ) ]),         1,  2,  k N k N k kS w d iα+ + = " .         （1.2.24） 

不难看出，广义消去法每次迭代的变量增量 1k kx x+ − 实际上是两部分之和： 

(1) (2)
1k k k kx x d d+ = + + ,                    （1.2.25） 

其中， 

(1) ( )k k k Nd Sα= kd ,                             （1.2.26） 

(2) ( ) [ (( ) ) ( ) ]k k B k N k k kd S w d wϕ α= + − B .          （1.2.27） 

广义消去法的迭代过程简单地说就是首先通过约束等式消去部分变量，同时将等式约束问题

化为无约束问题；然后给出一种下降方向 ，并在 上搜索试探步长；由于新的迭代点
(1)
kd (1)

kd

(1)
k kx d+ 可能不在可行域内，所以在 方向上利用近似的拟牛顿法得到正确步长，这一步

好比把新的迭代点校正回可行域内。除非是特殊的约束条件，否则这种离开可行域再回来的

技巧是不可避免的。为了使“离开程度”尽量的小，从而使得从

(2)
kd

(1)
k kx d+ 用近似的拟牛顿法

计算 1kx + 收敛地更快，我们一般选取 为一线性化可行方向，即： (1)
kd

T T( ) ( ) 0k NS c x∇ = .                       （1.2.28） 

 
 

3. 投影梯度法和投影 BB 法： 

 

投影梯度法是一种特殊的广义消去法：遵循上面的讨论结果，选取 使得（1.2.28）成

立。并且选取

kS

kd = − kg

x

，即在广义消去法中用梯度型方法。则由（1.2.26）可知： 

(1) T( ) ( ) ( )k k k N k N kd S S fα= − ∇ .                  （1.2.29） 
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显然， 是从 到由 的列向量所张成的子空间的一个线性映射。如果

是列满秩的，则由 的列向量所张成的子空间就是

T( ) ( )k N k NS S R n ( )k NS

T( )kc x∇ ( )k NS ( )kc x∇ 的零空间。所以由

（1.2.29）所定义的方向实际上就是目标函数的负梯度方向在约束函数的 Jacobi 矩阵的零空

间的映照。如果 满足kS T( ) ( )k N k NS S I= ，则 是一个投影算子，在 列满

秩的假设下有： 。这时

是

T( ) ( )k N k NS S T( )kc x∇

T T T 1( ) ( ) ( ) ( ( ) ( ) ) ( )k k N k N k k kP S S I c x c x c x c x−= = −∇ ∇ ∇ ∇ k ( )k kP f x∇

( )kf x∇ 在 零空间上的投影。在实际计算中，我们可以利用 的 QR 分解： ( )kc x∇ T( )kc x∇

[ ]T( )  =  
 0

k
k k k

R
c x Y Z

⎡ ⎤
∇ ⎢ ⎥

⎣ ⎦
，选取 ( )k N kS Z= 。下面给出一般投影梯度法的算法： 

 
算法 1.1：投影梯度法 

步 1：给出可行点 1x ， 0ε ≥ ， >0ε ， 正整数，N : 1k = 。 

步 2：计算 QR 分解： 

          [ ]T( )  =  
 0

k
k k k

R
c x Y Z

⎡ ⎤
∇ ⎢ ⎥

⎣ ⎦
； 

T = ( )k k kg Z f x∇ ； 

如果   kg ε≤  则停； 

 = k kd Z− kg ；取 。 (0) =  > 0kα α

步 3： : =  + k ky x dα  

       : 0i =

步 4： ； 1 :=   ( )k ky y Y R c y−−

如果 ( )   c y ε≤  和 ( ) < ( )kf y f x  则转步 5； :   1i i= + ； 

如果  则转步 4；  < i N

 = 
2
αα ；转步 3。 

步 5： 1  = kx y+ ， :k k 1= + ；转步 2。 

     
为了保证投影梯度算法的收敛性，一般采用修正搜索条件或者限制初始步长来获取步

长，参见[13]。然而这样势必会因搜索合适的步长因子而反复调用目标函数，大大增加了算

法的时间代价。因此本文尝试将投影梯度法的试探步长选取为修正的 BB 步长，并用实验来
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检验这样的选取是否能加快收敛，节省时间。我们一般把这样改进的投影梯度法称为投影

BB 法。 
 
 
 
    本文将在第二章中详细讨论矩阵分离度问题的优化算法：主要将讨论如何改进投影梯度

法和投影 BB 法来适合大规模矩阵分离度问题，并且将改进的算法和 Lagrange—Newton 法、

乘子罚函数法作了比较。第三章将讨论 Sylvester 方程的优化算法：将介绍两种优化转化方

法，并且比较两种方法的在不同规模问题中的优劣；将比较梯度型各算法在计算大规模

Sylvester 方程中的优劣。第四章将给出建立在前两章基础之上的一些有趣的结果，其中第一

节的讨论将得到一个揭示矩阵分离度和 Sylvester 方程之间关系的非常有趣的结论；第二节

将本文介绍的计算 Sylvester 方程和矩阵分离度的优化算法用在解椭圆型方程的五点差分格

式中，并将得到的结果和用有限元方法的结果加以可视化的比较。第五章对本文作了深入的

总结，并且对今后的工作提出了展望。 
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第二章  用优化方法 

求矩阵分离度 
 

第一节  算法设计 
 

1. 问题转化 
 
根据矩阵分离度的定义（1.1.6）我们可以非常容易地写出它的优化等价形式： 

F
min    AX XB− ,                       （2.1.1） 

                             
F

s.t.     1 = 0X − .                      （2.1.2） 

我们记：   ( )ijX X= ， ，  ( )ijA a=  ( )ijB b= ；并且做线性变换：T ：R   ，

设 ，满足：

Rn m nm× →

 =   R nmTX x ∈� ( 1)  =  ij j n iX x − +� ，或者  = 
p pp i jx X� ，其中 ，= mod ( 1,  )+1pi p n−

= ( ) / 1p pj p i n− + 。可将上面关于矩阵的优化问题（2.1.1）—（2.1.2）转化成下面一般的

优化问题： 

2 2
F

1 1 1 =1

min  ( ) :=    =   (   )
n m n m

ik kj il lj
i j k l

f x AX XB a X X b
= = =

− −∑ ∑ ∑ ∑� ,    （2.1.3） 

2 2
F

1

s.t.   ( ) :=   1 =   1 = 0
nm

p
p

c x X x
=

− −∑� � .                       （2.1.4） 

    这样，矩阵分离度问题就转化成了一个目标函数为二次函数，带一个二次等式约束的非

线性有约束优化问题（2.1.3）—（2.1.4），问题的规模是 维。 nm
 

我们继续分析问题（2.1.1）—（2.1.2）中的目标函数和约束函数。目标函数（2.1.3）的

梯度向量 ( )f x∇ � 的第 p 个元素是 

n n m

1 =1 =1
( ( ))  =  2 (   

p pp ii ik kj il
i k l

)
pljf x a a X X

=

∇ −∑ ∑ ∑� b

p

 

m n m

=1 =1 =1

+  (   )
pi k kj i l lj

j k l

a X X b−∑ ∑ ∑ ,          （2.1.5） 
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Hesse 矩阵
2 ( )f x∇ � 的 ( ,  )p q 元素为 

2 2

1 1

2
1,

1

 2  + 2   4         ( , )

 2   2 (  + )     ( , )
( ( ))  = 

 2   2 (  + )        ( , ) 

2(

p p p p q q

p q p p p q q p

p q q q p q q p

p

n m

ii j j i i j j p q p q
i j

m

j j j j i i j j j j p q p q
jp q
m

ii ii j j i i i i p q p q
j

i

a b a b i i j

b b a b b i i j j
f x

a a b a a i i j j

a

= =

=

=

− =

− =
∇

− ≠

−

∑ ∑

∑

∑

�

 + )                       ( , )
q p q q p q pi j j i i j j p q p qb a b i i j j

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪ ≠ ≠⎩

j=

≠

=

1)

)

,    （2.1.6） 

约束函数（2.1.4）的 Jacobi 矩阵为 

1 2( ) = (2 , 2 ,  2 nmc x x x x∇ � � � �……， ）,                  （2.1.7） 

Hesse 矩阵为： 

2 ( ) = diag(2, 2, , 2)c x∇ � …… .                  （2.1.8） 

 
 

2. 传统方法回顾 
 

求解矩阵分离度问题最传统的方法是利用数值代数的方法估计其下界。但这些方法一般

效率不高，而且下界估计与其真实值之间可能存在很大的误差。参见[8]、[10]。因此，我们

考虑设计优化的方法来求解矩阵分离度问题 
 
[6]中给出了几种优化方法来求解矩阵分离度：Lagrange — Newton 法和乘子罚函数法。

数值结果表明，Lagrange — Newton 法和乘子罚函数法对于小规模的计算矩阵分离度问题

（ ）是非常有效的，速度快，而且精度高。然而对于规模较大的问题，Lagrange 

— Newton 法要生成 维的矩阵，乘子罚函数法也要用到 维的

Hesse 矩阵，当 nm 较大时，一般 PC 机的内存是无法满足需要的。所以我们有必要针对大

规模问题设计占用内存较小的优化算法。其次对于 Lagrange — Newton 法和乘子罚函数法，

运算量都比较大 ，而且算法收敛速度不快，对于大规模的问题，它们在一般 PC 机上

的时间代价就会让人无法接受了。所以还有必要针对大规模问题设计运算量较小的算法。 

 < 100n m×

( 1) (nm nm+ × + nm nm×

2(nm

 
 

3. 单约束投影梯度法 
 

在第一章中，我们已经简单介绍了投影梯度法的基本思想和一般算法。我们已经可以看

到投影梯度算法中，没有出现目标函数的 Hesse 矩阵
2 ( )f x∇ � ，而出现的 ( )f x 和 ( )f x∇ 均
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可由公式（2.1.3）和（2.1.5）求得，因而算法只需存储原始矩阵 和A B 即可。这明显优于

传统的 Lagrange — Newton 法和乘子罚函数法。 
仅凭上面的分析还不能推断投影梯度法就是解决大规模矩阵分离度问题的好办法。因为

投影梯度法的第一步就要对约束函数的 Jacobi 矩阵的转置 作 QR 分解，并且要分别

记录 Q、R 两矩阵的信息以备后用，那么这一步所造成的巨大的运算量和存储空间消耗和我

们尝试投影梯度法的初衷是南辕北辙的。 

T( )kc x∇

然而通过给出下面几个引理的证明，作者找到了适合计算矩阵分离度问题，乃至所有单

约束非线性优化问题的投影梯度法改进算法，在本文中将称为单约束投影梯度法。 
 
对于单约束优化问题 

min  ( )f x ,                           （2.1.9） 

s.t.   ( ) = 0c x .                       （2.1.10） 

对约束函数的 Jacobi矩阵的转置 作QR分解，也就等于对 作Householder

变换： 

T( )c x∇ T( )c x∇

T
1

T
1 2

( )   =
( )   

c x e
c x e

αω
α

∇ −
∇ −

,                   （2.1.11） 

其中 ，
T

1

( -1)

 = (1, 0, 0, , 0 )
nm

e ��	�

个

…… T

2
= ( )kc xα ∇ 。则 Householder 变换阵

T    2H I ωω= − ，

容易证明
T

1( )   ( )c x H eα∇ = ⋅ ，于是我们令 ，= Q H 1= R eα ，则 ，即 、
T( )   c x QR∇ = Q

R 为 的 QR 分解。 T( )c x∇

引理 1：问题（2.1.9）—（2.1.10）任何一次迭代的既约梯度
T= ( )k k kg Z f x∇ ，可以用目标

函数梯度 ( )kf x∇ 和（2.1.11）式定义的ω来表示。 

[证明]  即约梯度
T = ( )k k kg Z f x∇ ，其中 kZ 满足：[ ]  = 

0
k

k k

R
Y Z

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 是 的 QR 分

解；注意到

T( )kc x∇

kg 是 的第 2 个至第 个元素所组成的子列矩阵。

观察 可知：  

T

T
 =  ( )k

k
k

Y
g

Z

⎡ ⎤
∇⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
� kf x

k

k

nm

kg�
T

T
T

 =  ( ) = ( ) = ( ) = ( )k T
k k k k k

k

Y
g f x Q f x H f x H f x

Z

⎡ ⎤
∇ ∇ ∇ ∇⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
�

                        T T= (   2 ) ( )  ( )  2 ( )k kI f x f x f xωω ωω− ∇ = ∇ − ∇��	�

一个数
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        也即 kg 是
T( )  2( ( ))kf x f xkω ω∇ − ∇ 的第 2 个至第 个元素所组成的子列矩阵。

（注：从代数上讲，也即：

nm

T
1[0, ] ( ( )  2( ( )) )k nm k kg I f x f xω ω−= ⋅ ∇ − ∇ ； 

              然而从计算的角度反而取子列矩阵的说法易于快速实现。）证毕。 

引理 2：问题（2.1.9）—（2.1.10）任何一次迭代的下降方向  = k kd Z kg− ，可以用目标函

数梯度 ( )kf x∇ 和约束函数的 Jacobi 矩阵的转置 表示。 T( )kc x∇

[证明]  根据投影梯度法的几何意义， 是负梯度在kd ( )kc x∇ 的零空间的投影，由于

的零空间是R 空间中的一个

( )kc x∇

nm 1nm − 维超平面，所以我们可根据几何定义，直接

用 ( )kf x∇ 与 来表示 。如下图所示： T( )kc x∇ kd

 

        其中，向量 1 表示 ，向量 2 表示
T( )kc x∇ ( )kf x−∇ ，平面 5 表示 的零空间； ( )kc x∇

        我们知道向量 1 垂直平面 5，过向量 2 的顶端点作平面 5 的垂线，可以得到向量 3
（设为 ），连接向量 2 和向量 3 尾端点可以得到向量 4，显然，向量 4 也就是我

们要求的投影 。我们容易知道向量 3 和向量 1 是平行的，向量 2 和向量 4 的夹

角

h

kd

θ 就是向量 2 和平面 5 的夹角，利用以上两条结论我们就可以计算出： 
T

T
2 2

( ),  ( )
cos  = 

( ) ( )
k k

k k

f x c x

f x c x
θ

−∇ ∇

−∇ ∇
， 

T

2 T

2

( )=( ( ) cos )
( )

k
k

k

c xh f x
c x

θ ∇
−∇

∇
， 

= ( ) k kd f x  h−∇ −  

        也即

T
T

2T

2

( ),  ( )
 = ( ) + 2 ( )

( )
k k

k k

k

f x c x
d f x c x

c x

∇ ∇
−∇ ∇

∇
k

1:=   ( )k kY R c y−−

。证毕。 

引理 3：问题（2.1.9）—（2.1.10）任何一次迭代最后的近似拟牛顿法公式：y y
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可以写成与 QR 分解矩阵无关的形式。 

[证明]  ，其中 、
1:    ( )k ky y Y R c y−= − kY kR 满足[ ] 

0
k

k k

R
Y Z

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎣ ⎦

是 的 QR 分解。注

意到

T( )c y∇

kR 是一个数，即
2

( )c yα = ，故而 ，而 即为

，所以

2:    ( )k k ky y Y R R c y−= − k kY R

T( )c y∇ T
2

2

( ):    ( )
( )

c yy y c y
c y

= − ∇ 。证毕。 

 
根据上面三个引理的证明，我们可以知道，对于单约束的非线性优化问题（2.1.9）—

（2.1.10），我们可以给出改进的投影梯度法，不但不需要进行一般化的 QR 分解，而且不用

存储 QR 分解矩阵，甚至连 Householder 变换阵都不用存储。综合前文提到的投影梯度法不

用存储目标函数 Hesse 矩阵信息，从存储的角度来说，单约束投影梯度法无疑是适用于大规

模矩阵分离度计算的好算法。而且我们不难计算，单约束投影梯度法的运算量是 ，

这也比传统的 Lagrange — Newton 法和乘子罚函数法要好。下面给出具体算法： 

( )nm n m+

 
算法 2.1：单约束投影梯度法 

步 1:  给出初始可行点 1x ，算法终止变量0 1ε≤ � ， 

用 Newton 法使下一迭代点回归可行域的检验参数 >0ε ， 
用 Newton 法使下一迭代点回归可行域的最多迭代步数 （正整数）， N

非精确线性搜索准则参数 1 20< <1b b≤ ， 

迭代次数 : 1k =  

步 2: 对 作 Householder 变换，如下： T( )kc x∇

      令 是单位矩阵的首列 T
1

( -1)

 = (1, 0, 0, , 0 )
nm

e ��	�

个

……

计算

T
1

T
1 2

( )   =
( )   

k

k

c x e
c x e

αω
α

∇ −
∇ −

，其中
T

2
= ( )kc xα ∇  

步 3: 计算
T = ( ) kf xβ ω ∇ ，计算  =  ( )  2k kg f x βω∇ −� ， 

取即约梯度 kg 为 的第 2 个至第 个元素所组成的子列矩阵。 kg� nm

步 4: 如果
2

  kg ε≤ ，则算法终止； 

否则， ，其中，
T = ( ) + 2 ( )k kd f x c xγ−∇ ∇ k

T 2= ( ),  ( )  / k kf x c xγ α∇ ∇ 。 

步 5:  取初始步长 0.2kλ = 。 
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步 6:  检验 kλ 是否满足非精确线性搜索准则： 

T
1( )  ( )  ( )k kf x f x d b d f xλ λ− + ≥ − ∇  

T T
2( )  (  kd f x d b d f xλ∇ + ≥ ∇ )  

满足则转步 7；不满足， = 
2

k
k

λλ ，转步 6。 

步 7: :    k k k ； i  y x dλ= + : 0=

步 8: T
2

( ):    ( )c yy y c y
α

= − ∇ ，其中，
T

2
= ( )c yα ∇ 。 

      如果 
2

( )   c y ε≤ ，转步 9；否则， : 1i i= + ， 

如果 i ，转步 8，否则，N< = 
2
λλ ，转步 7。 

步 9: 1  = kx y+ ， :k k 1= + ，转步 2。 

 
 

4. 单约束投影 BB 方法 
 
为了提高投影梯度法的效率，作者尝试用 BB 步长取法来代替非精确线性搜索。由于投

影梯度方法本来就不是真正的梯度型方法，为了易于理解改进的合理性，并且从节省空间消

耗和提高程序的可读性方面考虑，我们将不采用 BB 方法的最原始定义（1.2.11）和（1.2.12）
来计算 BB 步长，而是用 BB 法对于二次型问题特有的实际含义，上一次迭代的最大梯度值

下降 1arg min ( )k kg x d
α 1α− −+ 和上一次迭代的最大函数值下降 1 1arg min ( )k kf x d

α
α− + −

2 =  / k k k k kd A d d A dλ ∗ ∗
− − − −

T T
1 1 1 1 =  / k k k k kd d d A dλ ∗

来计

算 BB 步长，即（1.2.13）和（1.2.14）来计算。 

在投影梯度法中下降方向 就是负既约梯度方向，所以根据（1.2.13）或（1.2.14），

或

kd

T T
1 1 1 1 就是相应的 BB 步长，其中 应

该是目标函数的 Hesse 矩阵，这时我们不希望存储的。稍加分析后，我们发现 都是以

的形式出现在步长公式中的，而

A∗

A∗

1kA d∗ − 1 1(k kA d f d∗
− −= ∇ ，用 1( kf d − )∇ 来代替 ，就

完全可以避免存储目标函数的 Hesse 矩阵

1kA d∗ −

A∗
。 

− − − −

)

对于单约束问题，我们仍旧要用到前面提到的三个引理来改进算法以减小算法因 QR 分

解而造成的空间消耗。为保证方法的收敛性，我们需要使用修正的 BB 方法，也就是当使用

BB 步长 4 次，迭代点还未下降，我们要退回 4 次以前的迭代点作线性搜索。下面给出算法： 
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算法 2.2：单约束投影 BB 法 

步 1: 给出初始可行点 1x ，算法终止变量0 1ε≤ � ， 

用 Newton 法使下一迭代点回归可行域的检验参数 >0ε ， 
用 Newton 法使下一迭代点回归可行域的最多迭代步数 （正整数）， N

非精确线性搜索准则参数 1 20< <1b b≤ ， 

: 1k = ， ，: 1index = min 1= ( )f f x ； 

步 2: 对 作 Householder 变换，如下： T( )kc x∇

（注：本题中，由于约束函数只有一个，因此， 是一列向量；两个 算符

含义并不完全相同，前者是求 Jacobi 矩阵，后者是求梯度。） 

T( )kc x∇ ∇

      令 是单位矩阵的首列 T
1

( -1)

 = (1, 0, 0, , 0 )
nm

e ��	�

个

……

计算

T
1

T
1 2

( )   =
( )   

k

k

c x e
c x e

αω
α

∇ −
∇ −

，其中
T

2
= ( )kc xα ∇  

步 3: 计算
T = ( ) kf xβ ω ∇ ，计算  =  ( )  2k kg f x βω∇ −� ， 

取即约梯度 kg 为 的第 2 个至第 个元素所组成的子列矩阵。       kg� nm

步 4: 如果
2

  kg ε≤ ，则算法终止； 

否则， ，其中，
T = ( ) + 2 ( )k kd f x c xγ−∇ ∇ k

T 2= ( ),  ( )  / k kf x c xγ α∇ ∇ 。 

步 5: 如果 或者 （用 BB 方法 4 步未降函数值，则表示该点不适合 BB 步

长），则转步 6；否则计算

1k =  = 4k index−
T T

1 1 1 1=  / ( )k k k k kd d d f dλ − − − −∇ 如果，  0kλ ≤ 或者无定义，

转步 6；否则转步 7。 

步 6: :k indexx x= ； ；利用非精确线性搜索准则： :index k=

T
1( )  ( )  ( )k kf x f x d b d f xλ λ− + ≥ − ∇  

T T
2( )  (  kd f x d b d f xλ∇ + ≥ ∇ )       求： 0kλ > 。 

步 7: :    k k k ； i  y x dλ= + : 0=

步 8: T
2

( ):    ( )c yy y c y
α

= − ∇ ，其中，
T

2
= ( )c yα ∇ 。 

      如果 
2

( )   c y ε≤ ，转步 9；否则， : 1i i= + ， 
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如果 i ，转步 8，否则，N< = 
2
λλ ，转步 7。 

步 9: 1  = kx y+ ， :k k 1= + ；如果 min( )  kf x f≥ ，则转步 2； 

否则 ，:index k= min = ( )kf f x ，转步 2。 

 
 
 

第二节  数值结果 
 
 

这一节中我们将给出 Lagrange — Newton 法、乘子罚函数法和投影梯度法、投影 BB
方法的数值结果。 

 
数值实验在：Inter(R) Celeron(TM) CPU 1.2GHz，256MHz 的内存的计算机上用 Visual 

C++6.0 完成。 
 
 

1. 投影方法与传统方法的比较 
 
我们的系数矩阵 和A B 由 C++语言的伪随机机制生成，下面的结果都是对种子值分别

取 0、1、10、99、527 生成的 和A B 分别运行后五次的平均值。初始点都取 2 n mX I ×= 。 

 
由于经典算法和投影 BB 算法在结构上有较大区别，我们比较它们的迭代次数没有意

义，所以我们比较它们各自的机器运算时间。 
 
Lagrange — Newton 法： 

Lagrange 乘子： 1 1λ = ； 

算法终止变量： 。 410ε −=

n m 约束误差值 时间(s) 
1 2 0.003272 0.024000 
2 2 0.002520 0.112000 
2 5 0.001331 0.436600 
5 5 0.001439 3.198600 
7 8 0.000598 11.690800 

10 10 0.003301 35.891000 
20 20 — — 

               表 1：Lagrange—Newton 法数值结果 
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乘子罚函数法： 

Lagrange： 1 1λ = ； 

初始罚因子： 1 1σ = ； 

算法终止变量： 。 510ε −=

n m 约束误差值 时间(s) 
1 2 0.000057 0.284400 
2 2 0.000057 0.578800 
2 5 0.000061 1.047600 
5 5 0.000062 4.220200 
7 8 0.000062 13.740000 

10 10 0.000063 47.328000 
20 20 — — 

                      表 2：乘子罚函数法数值结果 
 
投影梯度方法： 

算法终止变量： ； 510ε −=

约束终止变量：
610ε −= ， 1000N = ； 

其它参数： 1 0.2b = ， 。  2 0.4b =

n m 约束误差值 时间(s) 
1 2 0.000000 0.042600 
2 2 0.000000 0.214400 
2 5 0.000000 0.829200 
5 5 0.000000 4.128000 
7 8 0.000000 11.980200 

10 10 0.000000 35.262200 
20 20 0.000000 974.226000 

                    表 3：投影梯度法数值结果 
 

投影 BB 方法： 

算法终止变量： ； 510ε −=

约束终止变量：
610ε −= ， 1000N = ； 

其它参数： 1 0.2b = ， 。 2 0.4b =

n m 约束误差值 时间 
1 2 0.000000 0.005400 
2 2 0.000000 0.032400 



用优化方法计算大规模 Sylvester 方程阵和矩阵分离度问题                 Page 23 of 42 

2 5 0.000000 0.110800 
5 5 0.000000 0.494400 
7 8 0.000000 2.422800 

10 10 0.000000 4.937200 
20 20 0.000000 311.748000

                      表 4：投影 BB 法数值结果 
 
结论：我们发现投影梯度方法和投影 BB 方法比 Lagrange—Newton 法和乘子罚函数法要快

很多；而且当 时，Lagrange—Newton 法和乘子罚函数法就面临存储困难了；

此外，投影方法能够很好地保证约束条件而不增加时间负担。 
100nm >

 

2. 投影梯度法与投影 BB 方法的比较 
 

我们的系数矩阵 和A B 由 C++语言的伪随机机制生成，下面的结果都是对种子值分别

取 0、1、10、99、527 生成的 和A B 分别运行后五次的平均值。初始点都取 2 n mX I ×= 。算

法终止变量：
310ε −= ；约束终止变量：

610ε −= ， 1000N = ；其它参数： ， 。 1 0.2b = 2 0.4b =

 
投影梯度方法 投影 BB 方法 

n m 
时间(s) 迭代次数 时间(s) 迭代次数 

5 5 0.892200 1801.2 0.0712000 149 
7 8 8.010200 13604.6 0.923800 823.4 

10 10 10.891400 12972.2 0.359400 50.8 
10 20 372.296800 158920.6 4s 1487.2 
20 20 113.928600 13728.8 11s 482.4 
30 30 About 11m 41026 About 3m 1772 
50 50 — — About 20m 1098.4 
80 80 — — 3.5h-4h 2455.8 

              表 5：投影梯度法与投影 BB 法在大规模问题中的比较 
 
结论：投影 BB 方法比投影梯度方法快很多。 
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第三章   用优化方法 

求解 Sylvester 方程 
 

第一节  算法设计 
 

1. 传统方法的困难 
 

Lyapunov 方程（1.1.2）的传统代数求解方法，效率不高，是因为它牵涉到要做系统矩

阵 的特征值分析，所以一般只适合做小规模的定性分析。参见[4]。而对于一般 Sylvester
方程（1.1.5）的求解传统代数没有直接而有效的方法。 

A

一般而言，数值代数中会采取下面方法对方程（1.1.5）进行变换： 

若记   ( ij )X X= ，先把 X 的各元素按 j 由小到大排列， j 相同的再按 i 由小到大排列，

这种排列方式我们称之为“自然顺序排列”。用自然顺序排列后能得到如下线性方程组： 
 Dx c=� � ,                            （3.1.1） 

其中 ，( , ) R n mD f A B ×= ∈ x�是 X 经过自然排序后得到的 nm 维列向量， c 是 经过自然

排序后得到的 nm 维列向量。这样，求解 Sylvester 方程（1.1.5）的问题就转化成求解经典线

性方程组（3.1.1）的形式了。然而由于问题的规模较大，当 比较大的时候，存储

阶系数矩阵 就成了很大的困难，而且随着问题规模的增大，即使 具有特殊的形式能够

存储，算法的时间代价也不容忽视。所以当今数值代数界，对于 Sylvester 方程（1.1.5）更

愿意寻求的直接的数值解法，而不通过变换（3.1.1）。 

� C

nm nm nm×
D D

 
于是，为了解决传统代数方法的困难，我们希望设计一种不需要存储系数矩阵的优化算

法，并且它的运算量要适合大规模问题，而且收敛速度快。 
由于来源实际问题中的 Lyapunov 方程，或是其它形式的 Sylvester 方程，往往会有比较

特殊的形式（比如说三对角、块对角等）。这时我们期望所设计的算法应该能够被稍加改动

就从时间代价和空间代价上都更针对特殊形式。 
 
将线性方程组（3.1.1）转化为等价的二次函数求极小的方法： 

1min ( )   
2

f x xDx= −� � � cx��  

就是一种将 Sylvester 方程化为优化问题的方法。但是在算梯度 ( )f x∇ 时需要系数矩阵 的

信息，和传统数值代数方法一样面临着存储问题，不能够计算大规模问题。我们称这种转化

为传统优化转化。 

D
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下面作者将给出另一个将求解 Sylvester 方程转化成优化问题的方法，建立在该转化基

础上的一系列优化算法都适合大规模问题。但是在小规模问题上，它们的时间代价比对应的

建立在传统优化转化上的算法高。 
 
 

2. 问题的转化 
 
根据 Sylvester 方程的定义（1.1.5）我们容易地对它进行如下变形： 

                                  = 0AX XB C− − .                       （3.1.2） 
我们观察如下优化问题： 

                          
F

min      AX XB C− − .                     （3.1.3） 

我们知道（3.1.2）有解，等价于（3.1.3）的最优值是 0，并且此时（3.1.3）的最优解和（3.1.2）
的解是互相等价的；如果（3.1.2）无解，则等价于（3.1.3）的最优值大于 0。因此，我们将

试图通过求解优化问题（3.1.3）来求解（3.1.2）。 
特别值得注意的是：我们用优化方法求解（3.1.3）时，并不能求得它所有的最优解，

这和所取的初始点有关。作者在此声明，本章所讨论的求 Sylvester 方程的解，只限于（3.1.2）
有解时，求它的一个解。至于（3.1.2）是否有解，以及它的解的个数等问题，我们将在第四

章中详细讨论。 

 我们记： ( )ijX X= ， ，( )ijA a= ( )ijB b= ， ( )ijC c= 。做线性变换T ：R R ，

设 ，满足：

n m nm× →

 =   R nmTX x ∈� ( 1)  =  ij j n iX x − +� ，或者  = 
p pp i jx X� ，其中 ，= mod ( 1,  )+1pi p n−

= ( ) / 1p pj p i n− + 。于是上面关于矩阵的优化问题（3.1.3）可以转化成下面一般的无约束

优化问题： 
2

F
min  ( ) :=     f x AX XB C− −�   

2

1 1 1 =1

=   (     )
n m n m

ik kj il lj ij
i j k l

a X X b c
= = =

− −∑ ∑ ∑ ∑ .           （3.1.4） 

    这样，我们 Sylvester 方程求解问题转化成了一个无约束二次函数问题，问题的规模是

维。我们称这种转化方法为新优化转化。 nm
 
 

3. 解决方案 
 
我们可以给出（3.1.4）式的目标函数的梯度向量为 

n n m

1 =1 =1
( ( ))  =  2 (     ) 

p p pp ii ik kj il lj
i k l

pijf x a a X X b
=

∇ −∑ ∑ ∑� c−  
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m n m

=1 =1 =1

+  (     )
p pi k kj i l lj i j

j k l

a X X b c− −∑ ∑ ∑ p

j=

≠

=

2
1g

,          （3.1.5） 

Hesse 矩阵为 

2 2

1 1

2
1,

1

 2  + 2   4         ( , )

 2   2 (  + )     ( , )
( ( ))  = 

 2   2 (  + )        ( , )

2(

p p p p q q

p q p p p q q p

p q q q p q q p

p

n m

ii j j i i j j p q p q
i j

m

j j j j i i j j j j p q p q
jp q
m

ii ii j j i i i i p q p q
j

i i

a b a b i i j

b b a b b i i j j
f x

a a b a a i i j j

a

= =

=

=

− =

− =
∇

− ≠

−

∑ ∑

∑

∑

�

+ )                       ( , )
q p q q p q pj j i i j j p q p qb a b i i j j

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪ ≠ ≠⎩

. （3.1.6） 

     
对于大规模无约束二次型求极小问题，第一章中我们已经介绍过用梯度型方法比较省时

间，所以我们的解决方案就是对（3.1.4）用各种梯度型方法，并将在下一节中对各种梯度型

方法求解这个问题的结果进行比较。 
对于大规模问题我们要求所设计的算法不能需要存储 Hesse 矩阵的信息，可是在用梯度

型算法求步长时不可避免地会出现（1.2.13）和（1.2.14）的形式： 

T T
1 1 1 = g g  / gk k k k kA Aα ∗ ∗
− − − −

1

 

和 

T T
1 1 1 = g g  / gk k k k kA gα ∗
− − − −  

其中： 就是 Hesse 矩阵。为了不使用 Hesse 矩阵，我们就要用到前一章介绍的技巧，用

已有的函数和存储信息来代替 Hesse 矩阵：我们发现

A∗

A∗
都是以 1kA d∗ − 的形式出现在步长公

式中的，而 1 1(k kA d f d∗
− −= ∇ )，用 1( kf d )−∇ 来代替 1kA d∗ − ，就完全可以避免存储目标函数

的 Hesse 矩阵 。这里的A∗ ( )f x 是前一章（2.1.3）—（2.1.4）定义的目标函数。我们能这么

做是因为由（2.1.3）—（2.1.4）和（3.1.4）定义的目标函数的 Hesse 矩阵是相同的，而在前

一章中我们已经讲过 就是A g∗ ( )f g∇ 。而 ( )f x∇ 的计算公式也完全按照（2.1.5）： 

n n m m n m

1 =1 =1 =1 =1 =1

( ( ))  =  2 (   ) +  (   )
p p p pp ii ik kj il lj i k kj i l lj

i k l j k l
p

f x a a X X b a X X
=

∇ −∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑� b− . （3.1.7） 

此外，对于特殊的 Sylvester 方程，比如系数矩阵 和A B 是三对角矩阵，我们可以在算

法的程序里将求函数值、梯度值的（3.1.4）、（3.1.5）和（3.1.7）各函数计算方法化简，可以

把三对角元素的值定义为常量，这样连存储系数矩阵的空间也可省去了。我们的程序能够很

容易实现对特殊问题的改进，是因为在算法中所有需要用到系数矩阵 和A B 信息的地方全

部通过和（3.1.4）、（3.1.5）及（3.1.7）挂钩而不是和求目标函数 Hesse 矩阵的函数（3.1.6）
挂钩。 
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下面简要列出本文中将应用的所有梯度型算法：（它们的差别在步 3） 
 
算法 3.1：最速下降法（SD） 

步 1：给定初始点 ，算法终止变量0 R nmx ∈ 0 1ε≤ � ，迭代步数 : 0k = 。 

步 2：如果   kg ε≤  则停；否则取下降方向  = kd kg− ，转步 3。 

步 3：取步长 。 T T =  / ( )k k k k kg g g f gα ′∇

步 4： 1k k k k ， ，转步 2。 x x dα+ = + : 1k k= +

1

 
算法 3.2：最小梯度法（MG） 

步 1：给定初始点 ，算法终止变量0 R nmx ∈ 0 ε≤ � ，迭代步数 : 0k = 。 

步 2：如果   kg ε≤  则停；否则取下降方向  = kd kg− ，转步 3。 

步 3：取步长 。 T T = ( ) / ( ) ( )k k k k kg f g f g f gα ′ ′ ′∇ ∇ ∇

步 4： 1k k k k ， ，转步 2。 x x dα+ = + : 1k k= +

1

 
算法 3.3：由（1.10）决定的 BB 方法（BB1） 

步 1：给定初始点 ，算法终止变量0 R nmx ∈ 0 ε≤ � ，迭代步数 : 0k = 。 

步 2：如果   kg ε≤  则停；否则取下降方向  = kd kg− ，转步 3。 

步 3：如果 ，取步长  0k = T T =  / ( )k k k k kg g g f gα ′∇

否则，取步长 。 T T
1 1 1 1 =  / ( )k k k k kg g g f gα − − − −′∇

步 4： 1k k k k ， ，转步 2。 x x dα+ = + : 1k k= +

1

 
算法 3.4：由（1.9）决定的 BB 方法（BB2） 

步 1：给定初始点 ，算法终止变量0 R nmx ∈ 0 ε≤ � ，迭代步数 : 0k = 。 

步 2：如果   kg ε≤  则停；否则取下降方向  = kd kg− ，转步 3。 

步 3：如果 ，取步长  0k = T T = ( ) / ( ) ( )k k k k kg f g f g f gα ′ ′ ′∇ ∇ ∇

否则，取步长 。 T T
1 1 1 = ( ) / ( ) ( )k k k k kg f g f g f gα − − −′ ′ ′∇ ∇ ∇ 1−

步 4： 1k k k k ， ，转步 2。 x x dα+ = + : 1k k= +
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算法 3.5：交替步长方法（AS） 

步 1：给定初始点 ，算法终止变量0 R nmx ∈ 0 1ε≤ � ，迭代步数 : 0k = 。 

步 2：如果   kg ε≤  则停；否则取下降方向  = kd kg− ，转步 3。 

步 3：如果 是偶数，取步长  k T T =  / ( )k k k k kg g g f gα ′∇

否则，取步长 。 T T
1 1 1 1 =  / ( )k k k k kg g g f gα − − − −′∇

步 4： 1k k k k ， ，转步 2。 x x dα+ = + : 1k k= +

1

 
算法 3.6：交替最小方法（AM） 

步 1：给定初始点 ，算法终止变量0 R nmx ∈ 0 ε≤ � ，迭代步数 : 0k = 。 

步 2：如果   kg ε≤  则停；否则取下降方向  = kd kg− ，转步 3。 

步 3：如果 是偶数，取步长  k T T = ( ) / ( ) ( )k k k k kg f g f g f gα ′ ′ ′∇ ∇ ∇

否则，取步长 。 T T =  / ( )k k k k kg g g f gα ′∇

步 4： 1k k k k ， ，转步 2。 x x dα+ = + : 1k k= +

 
 
 

第二节  数值结果 
 

1. 新优化转化与传统优化转化的比较： 
 

我们的系数矩阵 和A B 由 C++语言的伪随机机制生成，下面的结果都是对种子值分别

取 0、1、10、99、527 生成的 和A B 分别运行后五次的平均值。初始点都取 2 n mX I ×= 算法

终止变量： 。基于两种转化的优化算法都是 BB1 方法。 610ε −=

对于同样的 Sylvester 方程，通过两种转化所导致的优化问题不一样，所以比较迭代次

数是没有意义的，我们比较基于两种转化的算法的机器运算时间。 
 

时间(s) n=2, m=2 n=2, m=5 n=5, m=5 
传统优化转化 0.008000 0.061200 0.523400 
新优化转化 0.061000 0.472800 3.871200 
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时间(s) n=7, m=8 n=10, m=10 n=20, m=20 
传统优化转化 2.244800 2.821600 无法存储 
新优化转化 23.804800 53.645000 1618.020000 

                     表 6：两种优化转化在解 Sylvester 方程中的比较 
 
结论：对小规模问题： ，传统优化转化的速度快于新优化转化；但当 时，

传统优化转化就无法存储了。对于大规模的取随机矩阵的一般问题，新优化转化的速

度非常缓慢。 

360nm < 360nm ≥

 

2. 梯度形各方法的比较 
 
为比较建立在新优化转化方法上的各梯度型方法的结果，我们选用大规模有特殊形式的

问题：n=m，此时，问题的规模为 维。 2n

系数矩阵： 

   2  1            
1           

          1
             1    2

n nA ×

−⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥=
⎢ ⎥−
⎢ ⎥−⎣ ⎦

% %
% %

，

2     1           
 1         
           1
              1 2

n nB ×

−⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥−⎣ ⎦

% %
% %

， 2

1  1           
1         1

        1
           1 1

n nC
n×

− −⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥=
⎢ ⎥−
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

% %
% %

 

初始点： n nX I ×= 。 

 

算法终止变量：
610ε −=  310−  210−  110−  

迭代次数 
n=5 n=10 n=20 n=30 n=40 n=50 n=80 n=100 

SD 1468 15574 — — — — — — 
MG 1538 15436 — — — — — — 
BB1 126 351 1895 3537 4213 1043 1894 432 
BB2 124 483 1672 3734 4866 1291 2354 446 
AS 63 359 1854 3124 4145 912 1507 306 
AM 146 790 4652 8010 9288 2374 4208 900 

时间(s) <1 
前 2<10 
其它<1 

<10 <30 <30 <30 <60 <60 

                 表 7：梯度型各方法在解大规模 Sylvester 方程中的比较 
 
结论：SD 和 MG 方法从收敛速度上来讲不适合大规模 Sylvester 方程。而两类 BB 方法和

AS 方法对大规模 Sylvester 方程的计算差别不大；AM 方法就稍微差点。但总而言之，

后四种方法都适合大规模具有特殊形式的 Sylvester 方程计算。 
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第四章  问题分析与应用 
 

第一节     矩阵分离度与 

            Sylvester 方程的关系 
 
 

为了探索 Sylvester 方程解的结构，我们来考察矩阵分离度和 Sylvester 方程的关系。为

了使我们的分析更为明了，我们会把前面的一些定义再写一边。 
 
我们再来看一遍矩阵分离度的定义： 

 F  
Sep( ,  ) = min{    ,  R  , =1 }n mA B AX XB X X×− ∈

F
.      （4.1.1） 

把它写成明显的优化形式： 

                           F

F

min    

s.t.     1 = 0 

AX XB

X

−

−
.                      （4.1.2） 

对于 Sylvester 方程： 
  = AX XB C− .                       （4.1.3） 

我们在上一章中已经提到了它和如下优化问题的一些关系： 

                         
F

min      AX XB C− − ,                    （4.1.4） 

我们知道（4.1.3）有解，等价于（4.1.4）的最优值是 0，并且此时（4.1.4）的最优解和（4.1.3）
的解是互相等价的；如果（4.1.3）无解，则等价于（4.1.4）的最优值大于 0。 

 
为了弄清楚整个脉络，我们先观察特殊的 Sylvester 方程： 

  = 0AX XB− .                        （4.1.5） 
和它的优化转换： 

F
min    AX XB− .                       （4.1.6） 

的关系。由于 明显是（4.1.5）和（4.1.6）的共同解，所以我们考虑（4.1.5）和（4.1.6）
时，总希望考虑它们的非零解。这时（4.1.6）式其实就等于（4.1.2）式了，所以我们可以不

加证明的得到下面的定理 2： 

= 0X

定理 2：矩阵分离度Se 等价于 Sylvester 方程p( ,  ) = 0A B   = 0AX XB− 有非零解。 

推论 1：矩阵分离度Se 时，Sylvester 方程p( ,  ) 0A B ≠   = AX XB C− （ ），有唯一解。 0C ≠

[证明]  由定理 2 我们知道，矩阵分离度Sep( ,  ) 0A B ≠ 时，Sylvester 方程  

没有非零解。由第三章我们知道 Sylvester 方程

   = 0AX XB−

  = 0AX XB− 和 Sylvester 方程
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   = AX XB C− 分别对 X 用自然顺序排列变换后能得到如下线性方程组： 

         和 。由于0Dx =� ( 0Dx c c= ≠� � � )   = 0AX XB− 没有非零解，所以 没有

非零解，于是 满秩。而因为 满秩，我们可以推出

0Dx =�

D D ( 0Dx c c )= ≠� � � 只有唯一解，

因此 Sylvester 方程 只有唯一解。    = AX XB C−
 

推论 1 和它的证明揭示出了矩阵分离度和 Sylvester 方程的关系好比行列式和一般线性

方程组的关系： 
 

行列式： A  矩阵分离度：  Sep( ,  )A B

为零 不为零 为零 不为零 

线性方程组 
0Ax =  

有非零解 

线性方程组 
0Ax =  

无非零解 

Sylvester 方程 
  = 0AX XB−  

有非零解 

Sylvester 方程 
   = 0AX XB−  
无非零解 

线性方程组 

( 0Ax b b= ≠ )

)

 

无解或有无穷解 

要看 和 rank( )A

rank( , )A b 的关系 

线性方程组 

( 0Ax b b= ≠  

有唯一解 

Sylvester 方程 
  = AX XB C−  

无解或有无穷解 

要看 和 rank( )D

rank( , )D c� 的关系

Sylvester 方程 

   = 
       0
AX XB C

C
−
≠

 

有唯一解 

                表 8：行列式与矩阵分离度之类比 
 
推论 1 还保证了当矩阵分离度不为零的时候，（4.1.3）和（4.1.4）是完全等价的。也就

是说当矩阵分离度不为零的时候，上一章所讨论的算法等价于完全求解了 Sylvester 方程。 
 
 
 

第二节  在椭圆型方程中的应用 
 

1. 椭圆型方程的有限差分方法 
 

我们考虑求解单位正方形区域的 Poisson 方程第一边值问题： 
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2 2

2 2 =  +  = ( ,  ),   0  ,    1

 

u uu f x y
x y

u φΓ

⎧ ∂ ∂
∆ − <⎪ ∂ ∂⎨
⎪ =⎩

x y <
.                  （4.2.1） 

其中Γ为正方形区域的边界。我们采用五点差分格式来解方程（4.1.7）。 

我们取正方形网格均分单位正方形区域为 个小正方形，即网格步长取： 2n

1 2
1=  =  = h h h
n
：

 ,         1,  2,  . . . ,  1
 ,         1,  2,  . . . ,  1

x ih i n
y jh j n
= = −⎧

⎨ = = −⎩
 

用二阶差商： 

2
2

( , ) 1 12 2

1|   [ ( ,  ) 2 ( ,  )  ( ,  )]  ( )
i jx y i j i j i j

u u x y u x y u x y h
x h − +

∂
= − + +

∂
Ο ,    （4.2.2） 

2
2

( , ) 1 12 2

1|   [ ( ,  ) 2 ( ,  )  ( ,  )]  ( )
i jx y i j i j i j

u u x y u x y u x y h
y h − +
∂

= − + +
∂

Ο

f

.   （4.2.3） 

代入（4.2.1）后，再用 代替 ，并略去误差项得： ,i ju ( ,  )i ju x y

    ， 2
, 1, 1, , 1 , 14   (       ) = i j i j i j i j i j iju u u u u h− + − +− + + +

                      ,    1,  2,  . . . ,  1i j n= − ,                         （4.2.4） 

    ,0 ,0 = i iu φ ， ,  = i n i nu ,φ ，     0,  1,  2,  . . . ,  i n= ， 

    0, 0, = j ju φ ， ,  = n j n ju ,φ ，   0,  1,  2,  . . . ,  j n= 。 

现假定 0φ ≡ ，将（4.2.4）写成矩阵形式即为： 

2
1 1    n nT U UT h F− −+ = ,                     （4.2.5） 

其中 ， ， = [ ]ijU u  = [ ]ijF f ( 1)   ( 1)
1

   2  1            
1           

 =   R
          1
             1    2

n n
nT − × −
−

−⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥ ∈
⎢ ⎥−
⎢ ⎥−⎣ ⎦

% %
% %

。 

如果我们再取 ，就会发现（4.2.5）是一个具有特殊形式的 Sylvester 方程： 1ijf ≡ −

   = AX XB C− 。其中： 、A B 和C 都是属于
( 1) ( 1)R n n− × −

的矩阵。 
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A是三对角矩阵 ，

   2  1            
1           

          1
             1    2

−⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥
⎢ ⎥−
⎢ ⎥−⎣ ⎦

% %
% %

B A= − ，
2

2

1  1           
1         1

        1( 1)
           1 1

C h F
n

− −⎡ ⎤
⎢ ⎥−⎢ ⎥= =
⎢ ⎥−−
⎢ ⎥− −⎣ ⎦

% %
% %

。 

我们取初始点： ，用投影 BB 方法计算（4.2.5）的矩阵分离度，并用基

于新优化转化的 BB1 方法计算 Sylvester 方程（4.2.5）。 

( 1) ( 1)2 n nX I − × −=

 
 

2. 五点差分格式的条件数 
 

条件数：  =  (   ) / Sep( ,  )A B Aκ + B ； 

约束条件误差范围： 。 610ε −=

 
 n=10 n=20 n=50 n=100 

算法终止条件ε = 410−  410−  210−  110−  

条件数 292.6225 2157.1229 7541.20 52363.1 
                     表 9：投影 BB 方法计算五点差分格式条件数 
结论：五点差分格式的条件数随着位数的增加，越来越大，因此问题也是越来越病态。所以

可以预见用五点差分格式计算椭圆型方程不是好方法。 
 

3. 五点差分格式的数值解 
 

根据（4.2.2）和（4.2.3），我们知道五点差分格式的截断误差是 ，也即
2( )hΟ 2

1( )
n

Ο 。 

 

(1)  n=10，即网格为10 ，此时差分格式的截断误差为10× 210−
。 

我们取算法的终止误差：
610ε −= 。 

结果参见附图 2。 
 

同时我们给出用取三角形网格的有限元方法计算椭圆方程的数值结果，参见附图

3。我可以把有限元方法的结果作为标准来检验差分方法。 
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                                  附图 2 
 

 
                                   附图 3 
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(2)  n=20，即网格为 20 ，此时差分格式的截断误差为20× 310−
。 

我们取算法的终止误差：
610ε −= 。 

结果参见附图 4，等高线参见附图 5。 

 
                                     附图 4 
 

 

                                       附图 5 
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(3)  n=50，即网格为50 ，此时差分格式的截断误差为50× 410−
。 

我们取算法的终止误差：
210ε −= 。 

结果参见附图 6，等高线参见附图 7。 

 
附图 6 

 

 

                                  附图 7 



用优化方法计算大规模 Sylvester 方程阵和矩阵分离度问题                 Page 37 of 42 

(4)  n=100，即网格为100 ，此时差分格式的截断误差为100× 410−
。 

我们取算法的终止误差：
110ε −= 。 

结果参见附图 8，等高线参见附图 9。 

 
附图 8 

 

 

                                       附图 9 
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结论：我们不难发现，由于条件数太差，五点差分格式是很病态的，导致解波动较大。对于

n=10、20，不难发现我们的解在边界处的结果不好；对于 n=50，由于作者机器性能

不高，并且受不能作长时间科学计算的客观条件所限，因此只能取算法终止误差为

，比截断误差 还大，因此得到的结果和标准（附图 3）相比，有一些差

距；对于 n=100，和上面的原因一样，作者取算法终止误差为 ，我们可以明

显地从附图 8 中看出：迭代还没进行彻底，我们的算法已经结束了。这些结果和条件

数给我们的信息完全相符，所以我们可以得到最后结论：用五点差分格式解椭圆型偏

微分方程不好。 

210ε −= 410−

110ε −=
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第五章  总结和展望 

 

第一节  矩阵分离度问题 
 
 

本文分析了罚函数法不适合处理矩阵分离度问题的瓶颈所在——大规模问题的目标函

数的 Hesse 矩阵难以存储，于是提出用投影方法计算。我们从辩证法里知道：一样东西有它

的优点，就肯定有它的缺点。而投影梯度方法的缺点在于它需要计算约束函数 Jacobi 矩阵

逆的 QR 分解。而 QR 分解的运算量是很大的，同时还需要存储它的 Q、R 矩阵。 
为解决这个缺点，本文分析了矩阵分离度问题的特殊性，修正了投影梯度方法，提出

了单约束投影梯度方法，不用 QR 分解，也不用存分解矩阵。 
实验结果表示，投影梯度方法明显快于罚函数法，而且还能处理罚函数法不能处理的

大规模问题。 
在此基础上，本文又试验了单约束投影 BB 方法，发现在处理大规模矩阵分离度问题中，

它明显优于单约束投影梯度法。本文提出的单约束投影梯度法和单约束投影 BB 方法从理论

上适用于一切单约束非线性优化问题。 
下面从存储量和运算量的角度来分析各算法： 

 存储量 运算量 

Lagrange—Newton 法 2(( 1) )nmΟ +  2 2( )n mΟ  

乘子罚函数法 2(( ) )nmΟ  2 2( )n mΟ  

投影梯度法 
投影 BB 方法 

2 2(max{ ,  ,  })nm n mΟ ( ( + )nm n m )Ο  

表 9：矩阵分离度各优化算法的存储量、运算量比较 
 

所以可以看出，本文算法的存储量和运算量，当 n 和 m 接近时，比较令人满意；但当

n 和 m 差得比较远时，它和传统方法比就没有什么优势了，也会出现存储和速度慢的问题。

对于这类问题，在今后的工作中，我们还可以加以考虑。 
此外我们也看出，对于 的问题，我们的算法也相当慢了，这也是我们值得

继续探究的地方。 
80n m= ≥

 
 
 

第二节  Sylvester 方程的求解 
 
 

用优化方法求解代数方程，首先要找到合适的转换方法。本文分析了传统转化方法，并

提出了新转化方法，并且从理论和实验的角度都说明了传统转化方法适合小规模 Sylvester
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方程的求解，新转化方法适合大规模 Sylvester 方程的求解。 
 
本文应用新转化方法，比较了在处理大规模无约束二次函数优化问题中，各梯度型方法：

SD 方法、MG 方法、BB 方法、AS 方法和 AM 方法的优劣。同时也说明了我们的算法更适

合于大规模具有特殊形式的 Sylvester 方程。 
 
本文分析了矩阵分离度和 Sylvester 方程的关系，给出了一个定理，并证明了它的一个

重要推论。该推论揭示了矩阵分离度和 Sylvester 方程的关系，好比行列式和一般线性方程

组的关系。 
 
最后给出将本文的主要算法应用在椭圆型方程求解上的实例。用投影 BB 算法计算了

Poisson 方程第一边值条件的五点差分格式的条件数，用基于新优化转化的 AS 方法求解了

Poisson 方程第一边值条件的五点差分格式。 
 
    本文介绍的优化转化方法求解 Sylvester 方程不足之处前文里已经有了介绍，本文提出

的新优化转化其实是以牺牲运算量来节省存储空间的。于是我们今后可以继续探究的是，如

何设计一种对大、小规模问题都合适的算法；如何设计一种对大规模的一般问题仍然有很高

速度的算法。 
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