
第五章 射影⼏何学初步

2016 年 1 ⽉ 11 ⽇

射影几何

• 古⽼分⽀, 可追溯到公元前 – 绘图、建筑学, 透视法

• ⼗七世纪, 被德扎格 (Desarques)、帕斯卡 (Pascal) 等推⼴和发展

• ⼗九世纪, 形成体系, 成为⼏何的独⽴分⽀

• 在微分⼏何、代数⼏何等数学领域有着⼴泛的应⽤

本章主要内容 – 从几何的角度观察和分析

• 射影平⾯与交⽐

• 射影坐标系、射影坐标变换与射影变换

1 中心投影

• 仿射⼏何学: 从⼏何图形的度量性质中分划出仿射性质: 平⾏、简单⽐

• 射影⼏何学: 从⼏何图形的仿射性质中分划出射影性质: 点的共线、线的共点

例 1. 德扎格定理: 如果两个三角形的对应顶点的连线交于⼀点, 则它们对应边的交点共线.

例 2. 帕普斯 (Pappers) 定理: 设 A,B,C, A′, B′, C ′ 是两个共线点组, M 是直线 AB′, A′B 的交点, N
是直线 AC ′, A′C 的交点, P 是直线 BC ′, B′C 的交点, 则 M,N,P 共线.

两个例⼦的特点:

• 只涉及两条交点和连线;

• 度量⼯具, 如距离、夹⾓⽤不上;

• 仿射⼯具, 平⾏、简单⽐也⽤不上;

• 建⽴适当的仿射坐标架, ⽤坐标法也⾮常复杂;

• 题⽬有不明确的地⽅: 万⼀对应边没有交点呢?
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定义 1. 设 π 和 π′ 是两张相交的平面, 取定不在 π 和 π′ 上的⼀点 O. 规定⼀个对应 τ 如下: 对 π 上的

点 M , 把它对应到直线 OM 和 π′ 的交点 M ′, 我们把 τ 称为以 O 为中⼼的 π 到 π′ 上的中⼼投影.

• 定义不全: 过 O 平⾏于 π′ 的平⾯与 π 的交线 l0 上的任意点没有像点;

• 不是满射: 过 O 平⾏于 π 的平⾯与 π′ 的交线 l′0 上的任意点没有原像.

• 保持共线点组的共线性

• 不保持简单⽐

• 不保持平⾏性

2 射影平面

⽤中⼼投影证明德扎格定理的⽅法是不能⽤仿射理论来解释的, 因为中⼼投影不是仿射变换. 因为

τ : π \ l0 7→ π′ \ l′0.

因此要完善这种⽅法, 改善中⼼投影, 我们要将平⾯加以扩⼤.

2.1 中心直线把与扩大平面

定义 2. 取定空间中的⼀点 O, 把空间中所有经过 O 点的直线构成的集合称为以 O 点为中⼼的中⼼直

线把, 简称 “把 O”, 记作 B(O).

命题 1. π 到 π′ 的中⼼投影 τ 可以分解为两个映射的复合: 设 i 是 π 到 B(O) 的映射, j′ 是 B(O) 到

π′ 的映射. 于是 τ = j′ ◦ i. 注意到 i 不是满射, j′ 不是定义在整个 B(O) 上.

注意到 B(O) 中的直线完全由它们的⽅向决定, 我们把直线的⽅向称为线向 (区别于向量的⽅向,
它可以⽤⼀个⾮零的向量来表⽰, 但是相反⽅向的向量表⽰⽤⼀个线向). 于是 B(O) 中的凡是线向平⾏

于 π 的直线不在映射 i 的像集中. 凡是线向平⾏于 π′ 的直线不在映射 j′ 的定义域中.

定义 3. 把平面 π(作为点集) 扩⼤: 所有平⾏于 π 的线向作为新元素添加进来, 称这个扩⼤了的集合为
π 的扩⼤平面, 并记作 π+.

• π+ 是⼀个特殊的集合, 包含两种不同性质的元素

– 普通的点

– 平⾏于 π 的线向

定义 4. 映射 i 可以扩⼤为: i+ : π+ 7→ B(O), 这是⼀个⼀⼀对应, 称为射影映射 (简称射影); 在射影映
射下, 当点沿着平面 π 上的⼀条直线向着⽆穷远跑去时, 它的射影像的极限就是此直线的线向的射影
像, 因此常常把直线的线向称为⽆穷远点.

定义 5. 同样 π′ 也可扩⼤为 π′
+, 并规定 B(O) 中平⾏于 π′ 的直线的像为它的线向, 此时, 映射 j′ 可以

扩⼤为: j′+ : B(O) 7→ π′
+, 这也是⼀个⼀⼀对应, 称为截影.

这样经过补充定义的中⼼投影 τ+ = j′+ ◦ i+ 是⼀个⼀⼀对应.
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2.2 扩大平面和中心直线把上的 “线” 结构

定义 6. 在扩⼤平面上的 “线” 是 π+ 上的下面两种⼦集:

(1) π 上的原来的直线添加上它的⽆穷远点成为 π+ 的 “线”(下称普通线);

(2) π+ 的所以⽆穷远点构成的⼦集也看作 π+ 的线, 成为 π+ 的⽆穷远线.

定义 7. 经过 O 点, 并且在⼀张平面上的直线的集合, 称为中⼼直线束.

π 上的任何⼀条直线都决定了⼀个中⼼直线束, 通过 π 上直线到过 O 平⾯的⼀⼀对应, 我们知道
将⽆穷远点集合定义为⼀条线的合理性 –这是平⾏于 π 的中⼼直线束.

定义 8. 在 B(O) 上, 我们也规定 “线” 的结构: 在统⼀中⼼直线束中的直线的集合成为 B(O) 中的⼀条

“线”.

于是 B(O) 中的 “线” 集合和经过 O 点的平⾯集合又⾃然⼀⼀对应关系, 因此也可以把经过 O 点

的平⾯束看成是 B(O) 的线.

2.3 点与线的关系

在扩⼤平⾯上, 线与点的关系有了变化:

• “两点决定⼀条直线” 仍然正确, 但内涵更加丰富了;

• “任何两条不同的线都相交于⼀点”;

• 线束也不再分中⼼线束和平⾏线束, 后者也是经过⼀点;

• 点与线的关系变得对称了.

– 线可以看作是点的集合;

– 点与它决定的线束等同起来, 线属于点;

– 点和线的从属关系变成是相互的, 以后我们改称点和线的关联关系.

在扩⼤平⾯上, 平⾏失掉了意义, 欧⽒⼏何与仿射⼏何的许多概念不再适⽤, 如距离、夹⾓、简单
⽐. 它们既在中⼼投影下不再保持, 也不能⾃然地引申到扩⼤平⾯上, 线段的概念也失去意义. 虽然我
们也谈三⾓形, 但是边、⾓、内部等概念失去了意义, 只剩下三个不共线的点和三条不共点的线.
射影⼏何学正是研究只与图形的点线关联关系相关的⼏何性质.

2.4 射影平面的定义

定义 9. ⼀个具有线结构的集合 (即规定了它的哪些⼦集称为线) 称为⼀个射影平面, 如果存在从它到⼀
个中⼼直线把的保持线结构的⼀⼀对应关系.
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3 交比

3.1 普通几何中的交比

定义 10. 设 α1,α2,α3,α4 是空间中 4 个共面的向量, 但两两不共线. 于是 α3, α4 对 α1, α2 有唯⼀的

分解式.

α3 = s1α1 + t1α2,

α4 = s2α1 + t2α2,

其中 s1, t1, s2, t2 都不等于零. 把比值
s2t1
s1t2

称为这 4 个向量的交比, 记作 (α1,α2;α3,α4)

显然交⽐与 4 个向量的顺序有关, 但是不同顺序的交⽐是互相决定的. 它们具有如下规律.

1. (α1,α2;α4,α3) = (α2,α1;α3,α4) = (α1,α2;α3,α4)
−1;

2. (α1,α3;α2,α4) + (α1,α2;α3,α4) = 1;

3. (α3,α4;α1,α2) = (α1,α2;α3,α4).

命题 2. 设 α1,α2,α3,α4 是空间中两两不共线的 4 个共面的向量, k1, k2, k3, k4 是任意的 4 个非零常

数, 则
(k1α1, k2α2; k3α3, k4α4) = (α1,α2;α3,α4).

定义 11. 设 l1, l2, l3, l4 是空间中 4 条平⾏于同⼀平面的直线, 并且它们两两不平⾏, 则规定它们的交比
为

(l1, l2, l3, l4) = (α1,α2;α3,α4),

这里, αi 是平⾏于 li 的任意非零向量, i = 1, 2, 3, 4.

定义 12. 设 A1, A2, A3, A4 是平面上共线的 4 个不同的点, 规定它们的交比为

(A1, A2, A3, A4) =
(A1, A2, A3)

(A1, A2, A4)
.

点的交⽐与线的交⽐有密切的关系.

命题 3. 设 l1, l2, l3, l4 是平面 π 上经过点 P 的 4 条不同直线, l 是 π 上的不经过 P , 并且与 l1, l2, l3, l4

都相交的直线, 记 A1, A2, A3, A4 依次是它与 l1, l2, l3, l4 的交点, 则

(l1, l2, l3, l4) = (A1, A2, A3, A4).

反之, 亦然.

我们把上述命题称为点线交⽐的协调性.
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命题 4. 如果 π1, π2, π3, π4 是空间中的 4 张都经过 l 的不同平面, π 和 l 平⾏, 记 l1, l2, l3, l4 依次是 π

与 π1, π2, π3, π4 的交线, 则 (l1, l2, l3, l4) 与 π 的选择⽆关.

定义 13. 我们把上述平面 π1, π2, π3, π4 的交比定义为

(π1, π2, π3, π4) = (l1, l2, l3, l4).

于是⾯线交⽐也有协调性.

3.2 中心直线把和扩大平面上的交比

• 中⼼直线把上的交⽐

• 扩⼤平⾯上的交⽐ –射影

命题 5. 设 A1, A2, A3, A4 是扩⼤平面 π+ 上的共 “线”4 点. O 是空间中不在 π 上的点, 则交比
(OA1, OA2, OA3, OA4) 和 O 的选择⽆关.

定义 14. 设 A1, A2, A3, A4 是扩⼤平面 π+ 上的共 “线”4 点. O 是空间中不在 π 上的点, 规定
A1, A2, A3, A4 的交比为

(A1, A2, A3, A4) = (OA1, OA2, OA3, OA4).

类似地, 可以定义扩⼤平⾯上共点 4 线的交⽐.

命题 6. 设 l1, l2, l3, l4 是扩⼤平面 π+ 上的共点 4 线. O 是空间中不在 π 上的⼀点. 则交比
(Ol1, Ol2, Ol3, Ol4) 和 O 点的选择⽆关.

定义 15. 设 l1, l2, l3, l4 是扩⼤平面 π+ 上的共点 4线. O 是空间中不在 π 上的⼀点. 则规定 (l1, l2, l3, l4)

的交比为

(l1, l2, l3, l4) = (Ol1, Ol2, Ol3, Ol4).

3.3 调和点列和调和线束

定义 16. 如果共线的 4 点的交比为 −1, 称它们为调和点列; 如果共点四线的交比为 −1, 就称它们为调
和线束.

4 射影坐标系

1. 中⼼直线把与 “三联⽐” 的⼀⼀对应;

2. [l1, l2, l3, l4] 射影标架, li 称为基本点;

3. 当在 B(O) 中取定射影标架 [l1, l2, l3, l4] 后, 所得到的射影坐标是两个⼀⼀对应:

• B(O) 中的点集合到全部三联⽐集合的⼀⼀对应;
• B(O) 中的线集合到全部三联⽐集合的⼀⼀对应.

4. 对偶原理与对偶命题;

5. 射影坐标变换与射影变换.
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