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⼏何变换

• 研究⼏何对象 (点、向量、图形) 的变换

• 不同于 “坐标变换”– 集合对象不变

• 如: 平移、选择、反射、压缩等

• 主要研究⼏何对象在⼏何变换后⼏何性质的变换规律

1 平面的仿射变换与保距变换

1.1 一一对应与可逆变换

定义 1. f : X 7→ Y 称为映射, f(A) := {f(a) | a ∈ A}是 A在 f 下的像, f−1(B) := {x ∈ X | f(x) ∈ B}
称为 B 在 f 下的原像.

定义 2. f(x1) ̸= f(x2) 如果 x1 ̸= x2 ∈ A, 则 f 称为单射; 对任意 y ∈ B, 存在 x ∈ A 使得 f(x) = y, 则
f 称为满射. 既是单射又是满射, 这个映射称为双射, 或者⼀⼀对应.

定义 3. f(x) = x 对任意 x ∈ X 成立, f 称为单位映射, 记作 idX . f ◦ g = g ◦ f = idX , 则 f 称为可逆

映射, g 是其逆映射. 此时 A = B, f 称为可逆变换.

1.2 平面上的交换群

定义 4. 平面上给⼀个向量 v, Pv : π 7→ π. 对任意 A ∈ π,
−−−−−→
APv(A) = v. 称 Pv 为平移, v 为平移量

易知: (Pv)
−1 = P−v.

定义 5. 取定平面上⼀点 O, 角度 θ, rθO : π 7→ π. 对任意 A ∈ π, 使得 rθO(A) 为 OA 绕 O 选择 θ 所得.
称 rθO 为旋转, O 为旋转中⼼, θ 为旋转角.

易知: (rθO)
−1 = r−θ

O . rπO 是以 O 为中⼼的中⼼对称变换.

定义 6. 取定平面上⼀条直线 l, ηl : π 7→ π. 对任意 A ∈ π, ηl(A) 是 A 关于 l 的对称点. 称 ηl 为反射, l
为反射轴.

易知: (ηl)
−1 = ηl.
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定义 7. 取定平面上⼀条直线 l, ⼀个正常数 k, ξkl : π 7→ π. 对任意 A ∈ π,
−−−−−→
Aξkl (A) ⊥ l, d(ξkl (A), l) =

kd(A, l), A, ξkl (A) 位于 l 同侧. 称 ξkl 为正压缩, l 为压缩轴, k 是压缩系数.

易知: (ξkl )
−1 = ξ

1/k
l . ξ1l = idX . k > 1 时为拉伸, 0 < k < 1 时为常意收缩.

定义 8. ⼀个集合 G, 里面有⼀种满⾜结合律的运算 ∗, 如果:

1. G 中元素都可逆;

2. a−1 ∈ G, 对任何 a ∈ G 成立;

3. a ∗ b ∈ G, 对任何 a, b ∈ G 成立.

则称 G 是⼀个群.

命题 1. 对于复合运算,

• 平移变换是⼀个群;

• 中⼼是定点的旋转变换也构成⼀个群;

• 上述所有变换及其复合也组成⼀个群.

1.3 保距变换

定义 9. 平面 pi 上的变换 f , 如果

d(f(A), f(B)) = d(A,B), ∀A,B ∈ π,

f 称为 π 上的保距变换.

• 平移、选择、反射都是保距变换;

• f = Pv ◦ ηl 是保距变换 (滑反射);

• 保距变换的复合仍然是保距变换.

定理 1. 保距变换可逆.

证明思路: 第⼀步单射, 这根据定义直接可得. 接着根据三⾓形两边之和⼤于第三边, 得知保距变
换将三⾓形映射为三⾓形, 再根据单射, 可知不存在⽆原像的点. 是以证明是满射. 继⽽得知是双射.

1.4 仿射变换

定义 10. 平面 (空间) 的⼀个可逆变换, 如果将共线点组变为共线点组, 则称之为平面 (空间) 的⼀个仿
射变换.

命题 2. 保距变换⼀定是仿射变换.

证明思路⽤到, 由于三⾓形两边之和⼤于第三边.
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定义 11. 给定平面 π 上⼀点 O 及非零实数 λ, 变换 fλ
O : π 7→ π. 对任何 P ∈ π,

−−−−→
Of(P ) = λ

−−→
OP . fλ

O 称

为位似变换, O 称为位似中⼼, λ 是位似系数.

显然, f1
O = idX , f−1

O = rπO. (fλ
O)

−1 = f
1/λ
O .

定义 12. fk : π 7→ π. 若
d(f(A), f(B) = kd(A,B), ∀A,B ∈ π.

fk 称为相似变换, k 称为相似系数.

位似变换是相似变换, 位似系数 λ, 相似系数 |λ|. 保距变换是相似变换, 相似系数为 1.

定义 13. fv
l : π 7→ π. 对于任何 P ∈ π,

−−−−→
Pf(P ) = (d(P, l) · v.) fv

l 称为错切变换.

显然 (fv
l )

−1 = f−v
l .

• 压缩变换是仿射变换

• 仿射变换的复合是仿射变换

• 位似变换是仿射变换

• 相似变换是仿射变换 (任何相似变换都是⼀个放射变换和⼀个相似变换的复合)

• 错切变换是放射变换

定理 2. 所有仿射变换构成了⼀个群.

证明思路: 只需证明在仿射变换下, 不共线的三点的像也不共线.

定理 3. 仿射变换保持直线的平⾏性.

2 仿射变换的基本定理

2.1 仿射变换决定的向量变换

定义 14. 设 f 是 π 上的仿射变换, 则对任何平⾏于 π 的向量 α, 规定

f(α) =
−−−−−−→
f(A)f(B), ∀A,B ∈ pi且

−−→
AB = α.

称这是 f 决定的向量变换. 仍记作 f .

• α = 0 等价于 f(α) = 0

• f(α+ β) = f(α+ β), 对任意 α,β

• f(λα) = λf(α), 对任意 α, λ ∈ R

命题 3. 仿射变换保持三点的简单比.
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2.2 放射变换基本定理

定理 4. 设有平面 π 的两个仿射标架 I[O;d1,d2], II[O′,d′
1,d

′
2], 存在且仅有⼀个放射变换使得: f(P ) 在

标架 II 的坐标等于 P 在标架 I 的坐标, 对任意 P ∈ π.

命题 4. 有平面 π 上任意不共线的点组 A,B,C 和 A′, B′, C ′, 存在唯⼀仿射变换使得 f(A) = A′,
f(B) = B′, f(C) = C ′.

2.3 保距变换

定理 5. 将平面上任意三角形变为⼀个与之全等的三角形的仿射变换是保距变换.

命题 5. 任何保距变换都可以分解成平移、旋转及反射的复合.

2.4 变积系数

定理 6. 在同⼀仿射变换 f : π 7→ π 下. π 上不同的图形的面积的变化率相同, 即存在被 f 决定的参数

σ, 使得
|f(S)|
|S|

= σ,

对任意 π 中的图形 S 成立.

3 用坐标法研究仿射变换

假设有仿射变换 f , 平⾯ π 上有两个仿射标架 I[O;d1,d2], II[f(O), f(d1), f(d2)],
设 (x, y)⊤ 和 (x′, y′)⊤ 分别是 P 点在标架 I 和 II 的坐标, 则

(
x

y

)
= A

(
x′

y′

)
+

(
x0

y0

)
, (1)

这⾥

(
A :=

a11 a12

a21 a22

)
, (x0, y0)

′ 是 f(O) 在 I 的坐标. (a11, a21)
⊤, (a12, a22)⊤ 分别是 f(d′

1), f(d
′
2) 的

I 坐标. 这⾥ A 称为仿射变换 f 的变换矩阵.

命题 6. 设 A 是仿射变换 f 的变换矩阵.

• A ⼀定是非奇异的

• A−1 是 f−1 的变换矩阵

• BA 是 g ◦ f 的变换矩阵

• 若 |A| > 0, I 与 f(I) 定向相同, 称 f 为第⼀类仿射变换; 反之为第⼆类仿射变换

• 变积系数 σ = |f(d1)×f(d2)|
|d1×d2| = ||A||.
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4 图形的仿射分类与仿射性质

4.1 平面上几何图形的仿射分类与度量分类

定义 15. Γ 和 Γ′ 是平面上的两个⼏何图形, 若存在仿射变换 f , 使得 f(Γ) = Γ, 则称 Γ 和 Γ′ 仿射等价.

度量等价也就是图形全等.

定义 16. 等价关系是指满⾜

• 自反性

• 对称性

• 传递性

的关系.

我们把互相仿射等价的归同⼀类, 称为仿射等价类. 类似的把互相度量等价的归⼀类, 称为度量等
价类.

例 1. 全体三角形集合是仿射等价类, 全体椭圆也是仿射等价类

4.2 仿射概念与仿射性质

仿射概念有: 共线、相交、平⾏、简单⽐. 此外, 度量概念还有: ⾓度、垂直、长度、⾯积.
⽤仿射概念刻画的是仿射性质, 如三⾓形三条中⼼交于⼀点. ⽤度量概念刻画的是度量性质, 如三

⾓形三条⾼交于⼀点.
注意到仿射性质必须是度量性质. 欧⼏⾥得⼏何中所提到的⼏何概念都是度量概念, 性质都是度量

性质.
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