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作业 1. 欧拉公式

E :=

n−1∏
k=1

Γ

(
k

n

)
=

(2π)
n−1
2

√
n

.

a) 证明:

E2 =

n−1∏
k=1

Γ

(
k

n

)
Γ

(
n− k

n

)
.

(b) 验证:

E2 =
πn−1

sin π
n
· · · · · sin (n−1)π

n

(c) 根据恒等式
zn − 1

z − 1
=

n−1∏
k=1

(2− ei
2kπ
n ),

当 z → 1 时, 得到下面关系式

n =

n−1∏
k=1

(1− ei
2kπ
n ),

从它又得到关系式

n = 2n−1

n−1∏
k=1

sin kπ

n
.

(d) 试利用最后的等式推出欧拉公式.

作业 2. 勒让德公式
Γ(α)Γ

(
α+

1

2

)
=

√
π

22α−1
Γ(2α).

(a) 证明

B(α, α) = 2

∫ 1
2

0

(
1

4
−
(
1

2
− x

)2
)α−1

dx.

(b) 在上述积分中作变量替换, 证明:

B(α, α) =
1

22α−1
B

(
1

2
, α

)
.

1



2

(c) 推出勒让德公式.

作业 3. 拉比积分 ∫ 1

0

lnΓ(x)dx.

证明:

a)
∫ 1

0
lnΓ(x)dx =

∫ 1

0
lnΓ(1− x)dx.

b)
∫ 1

0
lnΓ(x)dx = 1

2
lnπ − 1

π

∫ π
2

0
ln sinxdx.

c)
∫ π

2

0
ln sinxdx =

∫ π
2

0
ln sin 2x− π

2
ln 2.

d)
∫ π

2

0
ln sinxdx = −π

2
ln 2.

e)
∫ 1

0
lnΓ(x)dx = ln

√
2π.

作业 4. a) 验证卷积德结合律: u ∗ (v ∗ w) = (u ∗ v) ∗ w.

b) 照例设 Γ(α) 是欧拉 Γ 函数, H(x) 是赫维赛德函数, 令

Hα
λ (x) := H(x)

xα−1

Γ(α)
eλx, α > 0, λ ∈ C.

证明: Hα
λ (x) ∗H

β
λ (x) = Hα+β

λ (x).

c) 验证: 函数 F = H(x) xn−1

(n−1)!
eλx 是函数 f = H(x)eλx 的 n 次幂卷积.

作业 5. 称函数 A(x) =
∞∑

n=0

anx
n 为数列 a0, a1, · · · 的⽣成函数. 给定两个数列 {ak}, {bk}. 如果认为当

k < 0 时, ak = bk = 0, 那么, 自然地把 {ak} 与 {bk} 的卷积定义作
{
ck =

∑
m

ambk−m

}
. 试证, 两个数

列卷积的⽣成函数等于它们的⽣成函数的乘积.

作业 6. 设 {∆α, α > 0} 是关于 α → 0 的 δ-型的函数族. 对 α > 0, 定义: ∆̄α = ∆α ∗∆α. 请证明: 函数
族 {∆̄α, α > 0} 是关于 a → 0 的 δ-型函数族.
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解答作业 1. a)

E2 =

(
n−1∏
k=1

Γ

(
k

n

))2

=

n−1∏
k=1

Γ

(
k

n

)
Γ

(
n− k

n

)
.

b) 根据余元公式

E2 =
n−1∏
k=1

Γ

(
k

n

)
Γ

(
n− k

n

)
=

n−1∏
k=1

π

sin nπ
n

=
πn−1

sin π
n
· · · · · sin (n−1)π

n

c)

n = lim
z→1

nzn−1

1
= lim

z→1

zn − 1

z − 1
= lim

z→1

n−1∏
k=1

(2− ei
2kπ
n ) =

n−1∏
k=1

(1− ei
2kπ
n ).

又有

1− ei
2kπ
n = 1− cos 2kπ

n
− i sin 2kπ

n
= 2 sin2 kπ

n
− 2i sin kπ

n
cos kπ

n
.

因此,

n−1∏
k=1

(1− ei
2kπ
n ) = 2n−1

n−1∏
k=1

sin kπ

n

n−1∏
k=1

(
sin kπ

n
− i cos kπ

n

)

= 2n−1

n−1∏
k=1

(
sin kπ

n
· e−i kπ

n cos kπ
n

)
= 2n−1

n−1∏
k=1

sin kπ

n

d) 由 b) 和 c) 立得.

解答作业 2. a)

B(α, α) =

∫ 1

0

xα−1(1− x)α−1dx = 2

∫ 1
2

0

(x− x2)α−1dx = 2

∫ 1
2

0

(
1

4
−
(
1

2
− x

)2
)α−1

dx.

b)

B(α, α) =
2

4α−1

∫ 1
2

0

(1− (1− 2x)2)α−1dx =
1

22α−3

∫ 1

0

(1− t)α−1 ·
(
−1

4
t−

1
2

)
dt

=
1

22α−1

∫ 1

0

t−
1
2 (1− t)α−1dt =

1

22α−1
B

(
1

2
, α

)
.

c)

Γ(α) · Γ
(
1
2

)
Γ
(
α+ 1

2

) = B

(
1

2
, α

)
,

Γ(α)Γ(α)

Γ(2α)
= B(α, α),

Γ(α)Γ

(
α+

1

2

)
= Γ

(
1

2

)
· Γ(2α) ·B(α, α) · 1

B
(
1
2
, α
) =

√
π

22α−1
Γ(2α).

解答作业 3. a)
∫ 1

0
lnΓ(x)dx =

∫ 1

0
lnΓ(1− x)d(1− x) =

∫ 1

0
lnΓ(1− x)dx.

b)
∫ 1

0
lnΓ(x)dx = 1

2
(lnΓ(x) + lnΓ(1− x)) dx = 1

2

∫ 1

0
ln
(

π
sinπx

)
dx = 1

2

∫ 1

0
lnπ − ln sinπdx =

1
2

lnπ − 1
π

∫ π
2

0
ln sinxdx.
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c)
∫ π

2

0
ln sin 2x−

∫ π
2

0
ln sinxdx =

∫ π
2

0
(ln 2 + ln cosx) dx = π

2
ln 2 +

∫ π
2

0
ln sinxdx.

d)
∫ π

2

0
ln sin 2x−

∫ π
2

0
ln sinxdx = 1

2

∫ π

0
ln sin tdt−

∫ π
2

0
ln sinxdx = 0.

e) 由 b) 和 d) 直接可得.
注: x = 0 和 x = 1 是瑕点, 应该仔细讨论瑕点处的情况, 当然并不影响结果.

解答作业 4. a)

u ∗ (v ∗ w)(x) =

∫
R

u(y)(v ∗ w)(x− y)dy =

∫
R

u(y)

∫
R

v(z)w(x− y − z)dzdy

=

∫
R

u(y)dy

∫
R

v(z − y)w(x− z)dz;

(u ∗ v) ∗ w(x) =

∫
R

(u ∗ v)(y)w(x− y)dy =

∫
R

w(x− y)dy

∫
R

u(z)v(y − z)dz

=

∫
R

u(z)dz

∫
R

v(y − z)w(x− y)dy.

结合上面两式, 证毕.
b)

Hα
λ (x) ∗H

β
λ (x) =

∫
R

H(y)
yα−1

Γ(α)
eλyH(x− y)

(x− y)β−1

Γ(β)
eλ(x−y)dy

=

∫
R

H(y)H(x− y) · yα−1(x− y)β−1

B(α, β)Γ(α+ β)
eλxdy

当 x < 0时,若 y < 0,则H(y) = 0,若 y ≥ 0,则H(x−y) = 0,因此Hα
λ (x)∗H

β
λ (x) = Hα+β

λ (x) = 0.
当 x ≥ 0 时,

Hα
λ (x) ∗H

β
λ (x) =

∫ x

0

yα−1(x− y)β−1

B(α, β)Γ(α+ β)
eλxdy =

∫ 1

0

tα−1(1− t)β−1xα+β−1

B(α, β)Γ(α+ β)
eλxdt

=
B(α, β)eλxxα+β−1

B(α, β)Γ(α+ β)
= Hα+β

λ (x).

综上两种情况, 证毕.
(c) 利用数学归纳法及 (b) 易证.

解答作业 5.

A(x)B(x) =

(
∞∑

n=0

anx
n

)
·

(
∞∑

n=0

bnx
n

)
;

C(x) =

∞∑
n=0

cnx
n =

∞∑
n=0

(
n∑

k=0

akbn−k

)
xn.

A(x)B(x), C(x) 均为多项式函数, 考察每项中 xn 的系数均为
n∑

k=0

akbn−k. 证毕.

如果要证卷积: 亦可考虑⽣成函数的卷积等于卷积的⽣成函数.

解答作业 6. (1) ∆̄α(x) =
∫
R
∆α(y)∆α+β(x− y)dy, 由于 ∆α(y) ≥ 0, ∆α(x− y) ≥ 0, 因此 ∆̄α(x) ≥ 0.
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(2) ∫
R

∆̄α(x) =

∫
R

∫
R

∆α(y)∆α(x− y)dydx =

∫
R

∆α(y)dy

∫
R

∆α(x− y)d(x− y)

=

∫
R

∆α(y)dy = 1.

(3) 对任何⼀个不包含 0 的邻域 U ′, 存在包含 0 的邻域 U ′′, 记 U0 = U ′ + U ′′. 进⽽有

lim
α→0

∫
U ′

∆α(x)dx = lim
α→0

∫
U0

∆α(x)dx− lim
α→0

∫
U ′′

∆α(x)dx = 1− 1 = 0.

对任意包含 0 的邻域 [a, b], 我们有

lim
α→0

∫ b

a

∫
R

∆α(y)∆α(x− y)dydx = lim
α→0

∫
R

∫ b

a

∆α(y)∆α(x− y)dxdy

= lim
α→0

∫
R

∆α(y)dy

∫ b

a

∆α(x− y)d(x− y)

= lim
α→0

∫ b

a

∆α(y)dy

∫ b

a

∆α(x− y)d(x− y) + lim
α→0

∫
R\[a,b]

∆α(y)dy

∫ b

a

∆α(x− y)d(x− y)

= lim
α→0

∫ b

a

∆α(y)dy + 0 = 1.

证毕.


