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作业 1. 求极限:

(a) lim
t→0

∫ 1

−1

√
x2 + t2dx

(b) lim
t→0

∫ 2

0
x2 cos(tx)dx

作业 2. 设函数 f(x) 在闭区间 [a, b] 上连续. 证明

lim
h→0

1

h

∫ x

a

[f(t+ h)− f(t)]dt = f(x)− f(a),

对所有 x ∈ (a, b) 都成立.

作业 3. 设 0 < a < b, 计算积分 ∫ 1

0

xb − xa

ln(x) dx.

作业 4. 利用含参数积分的微分法证明: 当 t ∈ (−1, 1) 时有∫ π

0

ln(1− 2t cos(x) + t2)dx = 0.

作业 5. 证明: 对任意实数 u 都有 ∫ 2π

0

eu cos(x) cos(u sin(x))dx = 2π.

作业 6. 证明: 在压缩映照不动点原理中的条件

d(Φ(x),Φ(y) ≤ qd(x, y)

不能用

d(Φ(x),Φ(y) < d(x, y)

来代替.

作业 7. 证明: 设 f : X 7→ X 是从完备的度量空间 (X, d)到自身的映射, n是正整数. 如果 fn : X 7→ X

是压缩映射, 则 f 有唯⼀的不动点.
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作业 8. 证明: 设函数 f(x, t) 在 [a,+∞)× T 上连续, 则含参数的反常积分

F (t) =

∫ +∞

a

f(x, t)dx

在 t ∈ T 上⼀致收敛的充分必要条件是: 对于任何满⾜条件

bn > a, bn → +∞

的任意序列 {bn}, 相应的函数序列

ϕn(t) =

∫ bn

a

f(x, t)dx

在集合 T 上是⼀致收敛的.

作业 9. 证明: 积分
F (t) =

∫ 1

0

xt−1dx

在 t ∈ (0, 1) 是处处收敛的但不是⼀致收敛的.
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解答作业 1. (a) 因为
√
x2 + t2 是关于 x, t 在 [−1, 1] × [−∞,+∞] 上的连续函数, 因此 F (t) =∫ 1

−1

√
x2 + t2dx 在 [−∞,+∞] 上连续, 于是

lim
t→0

∫ 1

−1

√
x2 + t2dx = lim

t→0
F (t) = F (0) =

∫ 1

−1

√
x2dx = 2

∫ 1

0

xdx = 1.

(b) 因为 x2 cos(tx) 是关于 x, t 在 [0, 2] × [−∞,+∞] 上的连续函数, 因此 F (t) =
∫ 2

0
x2 cos(tx)dx

在 [−∞,+∞] 上连续, 于是

lim
t→0

∫ 2

0

x2 cos(tx)dx = lim
t→0

F (t) = F (0) =

∫ 2

0

x2dx =
8

3
.

解答作业 2. 因为函数 f(x) 在 [a, b] 上连续, 故它在 [a, b] 上存在原函数 F (x), 即 F (x) =
∫ x

a
f(t)dt. 于

是

lim
h→0

1

h

∫ x

a

[f(t+ h)− f(t)]dt = lim
h→0

1

h
[F (x+ h)− F (a+ h)− F (x) + F (a)]

lim
h→0

F (x+ h)− F (x)

h
− lim

h→0

F (a+ h)− F (a)

h
= F ′(x)− F ′(a) = f(x)− f(a).

解答作业 3. 注意到, lim
x→0+

xb−xa

ln(x) = 0, lim
x→1−

xb−xa

ln(x) = b − a (洛必塔法则). 因此
∫ 1

0
xb−xa

ln(x) dx 并不是⼴义

积分, 补充定义被积函数在 x = 0 时的值为 0, 在 x = 1 处的值为 b− a, 则可理解为 [0, 1] 上连续函数

的积分. 由于
xb − xa

lnx
=

∫ b

a

xydy, (0 ≤ x ≤ 1)

⽽函数 xy 在 [0, 1]× [a, b] 上连续 (不妨假设 a < b, 若 b > a 同此理), 故有∫ 1

0

xb − xa

ln(x) dx =

∫ 1

0

dx

∫ b

a

xydy =

∫ b

a

dy

∫ 1

0

xydx =

∫ b

a

dy

1 + y
= ln 1 + b

1 + a
.

解答作业 4. 设 I(t) =
∫ π

0
ln(1− 2t cosx+ t2)dx. 由于 |t| < 1, 因此

1− 2t cos(x) + t2 ≥ 1− 2|t|+ t2 = (1− |t|)2 > 0,

因此 ln(1− 2t cosx+ t2) 是连续函数且具有连续导数, 从⽽可以在积分号下求导数. 将 I(a) 对 a 求导

数, 得

I ′(t) =

∫ π

0

−2 cosx+ 2t

1− 2t cosx+ t2
dx

1

t

∫ π

0

(
1 +

t2 − 1

1− 2t cosx+ t2

)
dx =

π

t
− 1− t2

t

∫ π

0

dx

(1 + t2)− 2t cosx

=
π

t
− 1− t2

t(1 + t2)

∫ π

0

dx

1 +
(

−2t
1+t2

)
cosx

=
π

t
− 2

t
arctan

(
1 + t

1− t
tan x

2

)∣∣∣∣π
0

=
π

t
− 2

t
· π
2
= 0.

于是, 当 |t| < 1 时, I(t) = C, 又因 I(0) = 0, 故 C = 0, 从⽽ I(t) ≡ 0.
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解答作业 5. 令 F (u) =
∫ 2π

0
eu cos(x) cos(u sin(x))dx, 由连续性, 我们有

F ′(u) = −
∫ 2π

0

eu cos(x) cos(x) sin(u sin(x)) sin(x)dx.

若令 f(x) = eu cos(x) cos(x) sin(u sin(x)) sin(x), 则 f(2π− x) = −f(x), 因此 F ′(u) = 0, 进⽽ F (u) = C,
又因为 F (0) =

∫ 2π

0
1dx = 2π, F (u) ≡ 2π.

解答作业 6. 令 ϕ(x) = x+ 1
x
: [1,+∞) 7→ [1,+∞), d(x, y) = |x− y|. 于是我们有

d(x, y) =

(
1− 1

xy

)
|x− y| < |x− y|.

然⽽ {xk+1 = xk +
1
xk
} 并不收敛.

解答作业 7. 首先 fn 具有唯⼀不动点, 不妨设为 x0, 则 fn(x0) = x0. 另⼀⽅面, 记 f(x0) = x1, ...,
f(xn−1) = xn, 于是 fn(x0) = xn = x0. 另⼀⽅面, fn(x1) = f(xn) = f(x0) = x1, 因此, x1 也是 fn 的

不动点, 因此 x1 = x0, 证毕.

解答作业 8. F (t) ⼀致收敛的充分必要条件是: 对任意 ϵ > 0, 存在 ∆ > a, 对任意 a2 > a1 > ∆, 有∣∣∣∣∫ a2

a1

f(x, t)dx

∣∣∣∣ < ϵ, ∀t ∈ T.

因为 bn → +∞, 存在 N , 使得 bn > ∆ 对任意 n ≥ N . 因此

|Φn(t)− Φm(t)| =

∣∣∣∣∣
∫ bm

bn

f(x, t)dx

∣∣∣∣∣ < ϵ, ∀t ∈ T

对任何 m > n > N 成立, 因此 {Φn(t)} ⼀致收敛.
反之, 对任意 ϵ > 0, 取 b1 < b2 < · · · < bn < · · · , 满⾜

sup
n

|bn − bn+1| =
ϵ

4M
,

这里 M = max
(x,t)∈[a,+∞)×T

f(x, t). 由于 {Φn(t)} ⼀致收敛, 存在⾜够⼤的 N > 0, 对任意 m > n > N , 有

|Φn(t)− Φm(t)| =

∣∣∣∣∣
∫ bm

bn

f(x, t)dx

∣∣∣∣∣ < ϵ

2
, ∀t ∈ T

成立. 于是对任意 a2 > a1 > bN , 有 a1 和 a2 分别落在 [bn−1, bn] 和 [bm, bm+1] 内, 于是∣∣∣∣∫ a2

a1

f(x, t)dx

∣∣∣∣ <
∣∣∣∣∣
∫ bn

a1

f(x, t)dx

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣
∫ bm

bn

f(x, t)dx

∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣
∫ bm

bn

f(x, t)dx

∣∣∣∣∣ < ϵ

对任意 t ∈ T 成立.

解答作业 9. 令 F (t) =
∫ 1

0
xt−1dx, 我们发现在 t ∈ (0, 1), F (t) 都是收敛的. 但在 y = 0, y = 1 上发散,

于是根据推论 19.2.7, 反常积分在 (0, 1) 不是⼀致收敛的.


