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作业 1. 设级数
∞∑

n=0

anz
n 的收敛半径为 Ra, 级数

∞∑
n=0

bnz
n 的收敛半径为 Rb. 证明级数

∞∑
n=0

(anbn)z
n 的

收敛半径不小于 RaRb.

作业 2. 设幂级数
∞∑

n=0

cnz
n 的收敛半径为 R, ⽽且 cn 都是非负实数.

1) 证明:

lim
x→R−

∞∑
n=0

cnx
n =

∞∑
n=0

cnR
n

2) 利用 1) 证明
∞∑

n=0

1
n
= +∞.

作业 3. 设 a 是⼀个非零复数. 请写出函数 1
a−x
在 z0 = 0 处的泰勒级数, 并求该级数的收敛半径.

作业 4. 求函数 1
(1−z)(2−z)

的麦克劳林级数.

作业 5. 设 f(z) 和 g(z) 都在 z0 处解析, 证明

(a) f(z) + g(z) 在 z0 处解析;

(b) f(z)g(z) 在 z0 处解析;

(c) 如果 g(z0) ̸= 0, 则 f(z)
g(z)
也在 z0 处解析.

作业 6. 如果 f(x) 在 [0, 1] 上连续, ⽽且∫ 1

0

f(x)xndx = 0, n = 0, 1, 2, ...

请证明: 对所有的 x ∈ [0, 1] 都有 f(x) = 0.

作业 7. 试证: 由函数对 {1, x2} ⽣成的代数 (即由他们作代数运算得到的所有函数) 在区间 [−1, 1] 上

全体偶连续函数的集合中是稠密的.

作业 8. 设 K 是复平面上的单位圆 B1 = {z ∈ C | |z| = 1}, 再设 A 是所有形为

f(eiθ) =

∞∑
n=0

cne
inθ (θ是实数)

的函数组成的代数, 请证明: A 能分离 K 上的点且在 K 上不消失, 但是依然有 K 上的连续函数不属

于 A 的⼀致闭包.
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解答作业 1. lim sup
n→+∞

anbn ≤ lim sup
n→+∞

an · lim sup
n→+∞

bn, 因此
∞∑

n=0

(anbn)z
n 的收敛半径不小于 RaRb.

解答作业 2. (1) 首先, 如果
∞∑

n=0

anR
n < +∞, 则根据

∞∑
n=0

anx
n =

∞∑
n=0

anR
n
( x

R

)n

,

⽽ {
(
x
R

)n} 在 [0, R] 中是单调递减且⼀致有界, 由 Abel 定理, 知道
∞∑

n=0

anx
n ⼀致收敛, 于是知级数在

x = R 处左连续.
另⼀⽅面, 如果 lim

x→R−

∞∑
n=0

anx
n 存在, 也即和函数 S(x) =

∞∑
n=0

anx
n 在 [0, R) 内⼀致有界, 故存在

M > 0, 使得
S(x) ≤ M, ∀x ∈ [0, R).

考虑 SN (x) =
N∑
l=1

alx
l, 由于对任意 x ∈ [0, R) 有

SN (x) ≤ S(x) ≤ M,

于是 lim
x→R−

SN (x) = lim
x→R−

N∑
l=1

alx
l =

N∑
l=1

alR
l ≤ M . 这说明 SN (R) 对 N 单调上升且有上界, 于是

lim
N→∞

SN (R) 存在, 也即
∞∑

n=0

anR
n 收敛.

(2) 因为

ln 1

1− x
=

∞∑
n=0

xn

n
,

收敛半径是 1, 且在 x = 1 处发散.

解答作业 3.

f(x) =
1

a
· 1

1− x
a

=
1

a

∞∑
n=0

(x
a

)n

=

∞∑
n=0

xn

an+1
,

收敛半径为 |a|.

解答作业 4. 根据作业 3, 我们有

1

(1− z)(2− z)
=

1

1− z
− 1

2− z
=

∞∑
n=0

zn −
∞∑

n=0

zn

2n+1
=

∞∑
n=0

2n+1 − 1

2n+1
zn.

解答作业 5. (a) 用定理 18.3.4; (b) 用定理 16.2.3; (c) 用 g(z) 在 z0 邻域内的有界性以及 (b).

解答作业 6. 假设 A 是 [0, 1] 所有满⾜ ∫ 1

0

f(x)g(x)dx = 0

的连续函数 g(x) 的集合, 显然 A 是代数, 不消失, ⽽且可以分离 K, 所以根据 Stone 韦尔斯特拉斯定
理, A 包括所有实连续函数, 于是 f ∈ A, 于是

∫ 1

0
f(x)2dx = 0, 于是 f(x) ≡ 0.
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解答作业 7. 将分离定义改成: “我们称集合 X 上的函数族 S 能分离 X 的点, 如果对任意两点
x1, x2 ∈ X, |x1| ̸= |x2|, 存在 f ∈ S 使得 f(x1) ̸= f(x2)”. 同理可证定理 18.5.11 和 18.5.12.

解答作业 8. 取 cn = 0 (n = 0, 2, 3, ...), c1 = 1, 于是 f(z) = z ∈ A, 容易验证, 此函数在单位圆 B1 上即

是单射, 又非零, 因此 A 能分离 B1 又不消失. 下面证 h(z) := z̄ /∈ A.
对任何 f ∈ A, 我们有 ∫

B1

f(z)zdz = 0,

这是因为 f(z) 可展开成多项式.
另⼀⽅面

∫
B1

z̄zdz =
∫
B1

1dz = 2π ̸= 0, 因此 z̄ /∈ A. 证毕.


