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作业 1. 设 F = {f(x)} 是定义在度量空间 X 的⼦集 E 上的⼀族函数. 我们称 F 在 x0 ∈ E 上等度连

续, 如果对任意 ϵ > 0, 存在 δ > 0 使得

|f(x)− f(x0)| ≤ ϵ, ∀x ∈ E, d(x, x0) < δ, ∀f ∈ F ,

这里 d(·, ·) 是 X 的度量. 证明: 如果 F 在紧集 K 上的任意⼀点都是等度连续 (根据本题的定义), 则
F 在 K 上等度连续.

作业 2. 设 {fn(x)} 是⼀致有界的函数序列. 这些函数都在 [a, b] 上黎曼可积. 令

Fn(x) =

∫ x

a

fn(t)dt X ∈ [a, b]

证明: 存在⼦序列 {Fni
(x), i = 1, 2, ·} 在 [a, b] 上⼀致收敛.

作业 3. 定义函数

ϕ(t) =


0 如果t ∈

[
0, 1

3

)
3t− 1 如果t ∈

[
1
3
, 2
3

)
1 如果t ∈

[
2
3
, 1
]

然后将 ϕ(t) 的定义扩充到整个实数轴上使其为周期为 2 的偶函数:

ϕ(t) = ϕ(−t), ϕ(t+ 2) = ϕ(t), t ∈ (−∞,+∞)

定义曲线 r(t) = (x(t), y(t)), t ∈ [0, 1], 其中

x(t) =
∞∑

n=1

ϕ(32n−2t)

2n
, y(t) =

∞∑
n=1

ϕ(32n−1t)

2n
, t ∈ [0, 1]

证明曲线 {r(t) | t ∈ [0, 1]} 填满了⼆维平面上整个正⽅形: [0, 1]× [0, 1].

作业 4. 如果 f(x) 在 [0, 1] 上连续, ⽽且∫ 1

0

f(x)xndx = 0, n = 0, 1, 2, ·

证明: 对所有的 x ∈ [0, 1] 都有 f(x) = 0.
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作业 5. 使用复数的⼏何解释:

(a) 解释不等式 |z1 + z2| ≤ |z1|+ |z2| 和 |z1 + · · ·+ zn| ≤ |z1|+ · · ·+ |zn|;

(b) 指出复平面 C 上满⾜关系式 |z − 1|+ |z + 3| ≤ 3 的点的⼏何位置.

作业 6. 证明: 如果级数
∞∑

n=0

cn 收敛但不绝对收敛, 则幂级数
∞∑

n=0

cnz
n 的收敛半径为 1.

作业 7. 构造⼀个幂级数
∞∑

n=0

cnz
n 使其在任何非零的 z ∈ C 处都发散.

作业 8. 证明: 如果幂级数
∞∑

n=0

cnz
n 的收敛半径为 R1, 幂级数

∞∑
n=0

bnz
n 的收敛半径为 R2, 则幂级数

∞∑
n=0

(cn + bn)z
n 的收敛半径为 min{R1, R2}.

当堂小测验 2

测验 1. 设 f ∈ C[0, 1]. 如果存在正整数 k, 使得∫ 1

0

f(x)xkndx = 0, (n = 1, 2, ...),

证明: f(x) ≡ 0 in [0, 1].

测验 2. 设 f ∈ C[−1, 1]. 证明:

(1) 如果 ∫ 1

−1

f(x)x2n+1dx = 0, (n = 0, 1, 2, ...),

那么 f(x) 是偶函数.

(2) 如果 ∫ 1

−1

f(x)x2ndx = 0, (n = 0, 1, 2, ...),

那么 f(x) 是奇函数.

测验 3. 设 f ∈ C[1,+∞), 且 lim
x→+∞

= l 存在且有限. 证明: 对任意的 ϵ > 0, 存在多项式 P (x), 使得

|f(x)− P

(
1

x

)
| < ϵ, ∀1 ≤ x < +∞.

测验 4. 设 f ∈ C[a, b]. 试证明: 存在递增的多项式序列

P1(x) ≤ P2(x) ≤ · · · ≤ Pn(x) ≤ Pn+1(x) ≤ · · · ∀x ∈ [a, b],

使得 {Pn(x)} 在 [a, b] 上⼀致收敛于 f(x).
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解答作业 1. 反证法, 假设不等度连续, 则存在 ϵ, 对任意 δn = 1
n

, 存在 xn, yn ∈ K 并且 ||xn − yn|| ≤ δn,
满⾜

|f(xn)− f(yn)| ≥ ϵ, n ∈ N

由于 K 是紧集, 因此 {xn} 有收敛⼦列不妨设为 {xnj
}, 且

lim
j→∞

xnj
= x̃.

同样地 {ynj
} 也有收敛⼦列, 不妨设为 {ynji

}, 且

lim
i→∞

ynji
= ỹ.

不难由连续性得

|f(x̃)− f(ỹ)| ≥ ϵ,

另⼀⽅面, x̃ = ỹ, ⽭盾. 因此命题得证.

解答作业 2. 我们可以证明 Fn(x)是连续函数及逐点有界. 由于 fn(x)⼀致有界,设为M ,对任意 ϵ > 0,
令 δ = ϵ/2M , 对任意 |x− y| < δ, 及 n = 1, 2, ..., 有

|Fn(x)− Fn(y)| ≤
∣∣∣∣∫ y

x

fn(t)dt

∣∣∣∣ ≤ M |x− y| < ϵ.

因此 {Fn(x)} 等度连续, 根据定理 17.5.5, 命题得证.

解答作业 3. ∀a, b ∈ [0, 1], 将 a, b 用⼆进制表示为

a =
∞∑

n=1

an
2n

, b =
∞∑

n=1

bn
2n

.

定义 c2n−1 = an, c2n = bn. 取

t0 =

∞∑
n=1

2cn
3n

.

则

x(t0) = a, y(t0) = b.

解答作业 4. 首先存在多项式函数 {Pn(x)} ⼀致收敛于 f(x), 也即对任意 ϵ > 0, 存在 N ∈ N, 使得对任
意 n > N , 有下式成立

|f(x)− Pn(x)| <
1

n
, ∀x ∈ [0, 1].

另⼀⽅面根据题设, 我们有 ∫ 1

0

f(x)Pn(x) = 0.

于是对任意 n > N , 有∫ 1

0

(f(x))2dx =

∫ 1

0

f(x)Pn(x)dx+

∫ 1

0

f(x)(f(x)− Pn(x))dx
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≤ 0 +

∫ 1

0

|f(x)||f(x)− Pn(x)|dx ≤ M

n
,

这里 M = max
x∈[0,1]

f(x) (连续函数在紧集内存在极⼤值), 根据 n 的任意性, 不难得出

∫ 1

0

(f(x))2dx = 0.

于是 f(x) ≡ 0.

解答作业 5. (a) 三角不等式. (b) ⼀般是以 z = 1 和 z = −3 为两个焦点, 3/2 为长轴的椭圆内部, 但这
个是空集, 因为 c = 4/2 > a.

解答作业 6. 假设收敛半径⼤于 1, 则存在 ||z|| > 1 收敛, 由 Abel 定理知
∞∑

n=0

cn 绝对收敛, ⽭盾. 所以

收敛半径小于等于 1. 如果收敛半径小于 1, 则由 Cauchy-Hadamard 定理知
∞∑

n=0

cn 发散, ⽭盾. 所以收

敛半径等于 1.

解答作业 7. 令 cn = nn, 显然收敛半径是 0.

解答作业 8. 题目应为
∞∑

n=0

(|cn| + |bn|)zn, 否则 cn = −bn, 收敛半径为 +∞. 如果是
∞∑

n=0

(|cn| + |bn|)zn,

则由于 lim
n→∞

n
√
2 = 1, 由极限的夹逼定理可知

lim sup
n→∞

n
√
|cn|+ |bn| = min{R1, R2}.


