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作业 1. (⼀致渐近估计), 设 X 是⼀个集合, BX 是 X 中的基, 还设 f(x, y), g(x, y) 是定义在集合 X 上

且依赖于参数 y ∈ Y 的 (向量值) 函数. 记 |f(x, y)| = α(x, y)|g(x, y)|. 称在基 BX 下的渐近关系

f(x, y) = o(g(x, y)), f(x, y) = O(g(x, y)), f(x, y) ∼ g(x, y)

关于参数 y 在集合 Y 上是⼀致的, 如果在基 BX 下分别成立 α(x, y) ⇒ 0 在 Y 上, α(x, y) 关于 y ∈ Y

⼀致地最终有界, α(x, y) ⇒ 1 在 Y 上. 试证: 如果在集合 X × Y 中引进这样的基 B = {BX × Y }, 其
元素是基 BX 的元素 BX 和集合 Y 的直积, 则上面所说的定义将分别与在基 B 下的等式

f(x, y) = o(g(x, y)), f(x, y) = O(g(x, y)), f(x, y) ∼ g(x, y)

等价.

作业 2. 设 p(x) 是区间 c ≤ x ≤ d 上的光滑正函数, ⽽ u(x, λ) 是⽅程 ∂2u
∂x2 (x, λ) = λ2p(x)u(x, λ) 的解.

a) 如果在 [c, d] 上 p(x) ≡ 1, 试求解 u(x, λ).

b) 设 0 < m ≤ p(x) ≤ M < +∞在 [c, d]上,且 u(c, λ) = 1, ∂u
∂x
(x, λ) = 0. 试给出 u(x, λ)在 x ∈ [c, d]

的下⽅和上⽅的估计.

c) 设 lnu(x, λ) ≃
∞∑

n=0

cn(x)λ
1−n 当 λ → +∞, 这里 c0(x),c1(x),... 是光滑函数. 试利用

(
u′

u

)′
=

u′′

u
−
(

u′

u

)2
, 证明 c

′2
0 (x) = p(x) 和

(
c
′′

n−1 +
∞∑
k=0

c′k · c′n−k

)
= 0.

作业 3. a) 对于 α = 0, 函数 h(x) = e−λxα

在 x = 0 达到最⼤值. 同时, 若 δ = O(λ− 1
α ), 则 h(x) 在

点 x = 0 的 δ− 邻域内是 1 阶量. 证明: 如果 0 < δ < 1, 则积分

W (λ) =

∫ a

c(λ,δ)

xβ−1f(x)e−λxα

dx,

其中 c(λ, δ) = λ
δ−1
α , 当 λ → +∞ 时的阶为 O(e−Aλδ

). 这里 A 是⼀个正常数.

b) 证明: 如果函数 f 在 x = 0 连续, 则

W (λ) = α−1Γ

(
β

α

)
[f(0) + o(1)]λ− β

α , 当λ → +∞.

1
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c) 定理 1, a) 中的条件 f(x) = f(x0) + O(x− x0) 可以减弱, 用 f 在点 x0 连续这个条件代替它. 试
证: 这时渐进式主项不变, 但⼀般说, 等式 (2’) 不再保持, 其中的 O(x− x0) 现在应换成 o(1).

作业 4. a) 试证 ∫ π
2

0

sinn tdt =

√
π

2n
(1 +O(n−1)) 当n → +∞.

b) 用欧拉积分表示这个积分, 并证明当 n ∈ N 时它等于 (2n−1)!!
(2n)!!

· π
2
.

c) 试求瓦利斯公式 π = lim
n→∞

1
n

[
(2n)!!

(2n−1)!!

]2
.

d) 试求 a) 中积分当 n → +∞ 的渐近展开的头两项.
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解答作业 1. 设在基 BX 下的渐进关系

f(x, y) = o(g(x, y)), f(x, y) = O(g(x, y)), f(x, y) ∼ g(x, y)

关于参数 y 在集合 Y 上是⼀致的. 记 |f(x, y)| = α(x, y)|g(x, y)|. 所以

α(x, y) ⇒ 0

在基 BX 下, 对任意 y ∈ Y 成立; α(x, y) 在基 BX 下, 对任意 y ∈ Y ⼀致最终有界;

α(x, y) ⇒ 1

在基 BX 下, 对任意 y ∈ Y 成立, 分别等价于, 对任意 ϵ > 0, 存在 bX ∈ BX , 使得对任意的 x ∈ bX , 有

|α(x, y)| < ϵ, ∀y ∈ Y ;

|α(x, y)| < M, ∀y ∈ Y ;

|α(x, y)− 1| < ϵ, ∀y ∈ Y.

所以对任意 ϵ > 0, 对任何 (x, y) ∈ bX × Y ∈ B, 有

|α(x, y)| < ϵ;

|α(x, y)| < M ;

|α(x, y)− 1| < ϵ.

所以在基 B 下成立

α(x, y) → 0;

α(x, y)最终有界;

α(x, y) → 1.

因此得知, 在基 B 下成立渐近等式:

f(x, y) = o(g(x, y)), f(x, y) = O(g(x, y)), f(x, y) ∼ g(x, y).

反之同理可证.

解答作业 2. a)
∂2u

∂x2
(x, λ) = λ2u(x, λ), u(x, λ) = eλxf(λ).

b)

u(x, λ) ≃ u(c, λ) +
∂u

∂x
(c, λ)(x− c) +

1

2

∂2u

∂x2
(c, λ)(x− c)2 x → c+;

u(x, λ) ≃ 1 +
1

2
λ2p(c)(x− c)2 x → c+
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⇒ 1 +
1

2
λ2m(x− c)2 ≤ u(x, λ) ≤ 1 +

1

2
λ2M(x− c)2 x → c+, x ∈ [c, d].

c)

lnu(x, λ) ≃
∞∑

n=0

cn(x)λ
1−n,

⽽ {λ1−n} 关于 λ → +∞ 是渐近序列. 假设 uk

u
关于这个渐近序列有渐近展开 u′

k

u
≃

∞∑
n=0

an(x)λ
1−n1, 对

任意 x ∈ [c, d]. 则 ∫ x0

c

u′
x

u
dx ≃

∫ x0

c

∞∑
n=0

an(x)λ
1−ndx =

∞∑
n=0

∫ x0

c

an(x)dx · λ1−n.

即

∞∑
n=0

cn(x0)λ
1−n −

∞∑
n=0

cn(c)λ
1−n ≃ lnu(x0, λ)− lnu(c, λ) ≃

∞∑
n=0

∫ x0

c

an(x)dx · λ1−n, λ → +∞.

由渐近展开的唯⼀性可知

cn(x0)− cn(c) =

∫ x0

c

an(x), ∀n, x0 ∈ [c, d].

于是 an(x) = c′n(x), 即
u′
x

u
≃

∞∑
n=0

c′n(x)λ
1−n,

易验证上式确实为 u′
x

u
的渐近展开. 同理有(

u′
x

u

)′

≃
∞∑

n=0

c
′′

n(x)λ
1−n.

于是

u
′′

xx

u
= λ2p(x) =

(
u′
x

u

)′

+

(
u′
x

u

)2

≃
∞∑

n=0

c
′′

n(x)λ
1−n +

(
∞∑

n=0

c′n(x)λ
1−n

)2

, λ → +∞, ∀x ∈ [c, d].

比较 λ2 的系数和 λ2−n 的系数, 得证.

解答作业 3. 略.

解答作业 4. 略.

1 请注意, 右端并不⼀定对 x ⼀致收敛, 所以更准确地, 需要分成有限项和⼩量考虑.


