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作业 1. 设 f̂ 和 ĝ 分别是 f 和 g 的规范傅立叶变换. 证明

⟨f, g⟩ = ⟨f̂ , ĝ⟩.

作业 2. 设 f = f(x, y) 是⼆维拉普拉斯⽅程 ∂2f
∂x2 + ∂2f

∂y2 = 0 在半平面 y ≥ 0 上满⾜以下条件的解:
f(x, 0) = g(x), ⽽且对任意 x ∈ R 当 y → +∞ 时有 f(x, y) → 0.

a) 验证函数 f 关于变量 x 的傅立叶变换 f̂(ξ, y) 具有 ĝ(ξ)e−y|ξ| 的形式.

b) 试求函数 e−y|ξ| 关于变量 ξ 的傅立叶原像.

c) 现在, 试求函数 f 的泊松积分形式的表达式

f(x, y) =
1

π

∫ +∞

−∞

y

(x− ξ)2 + y2
g(ξ)dξ.

作业 3. 用符号 S(R,C), 或更简短的符号 S, 表示对任意非负整数 α, β 都满⾜条件

sup
x∈R

|xβf (α)(x)| < ∞

的⼀切函数 f ∈ C(∞)(R,C) 的集合. 这种函数叫做 (当 x → ∞ 时的) 降速函数.

a) 验证函数 e−a|x| (a > 0) 以及它的对 x ̸= 0 的⼀切导数, 在⽆穷远处的减小速度比变量 |x| 的任意
负指数幂都快. 尽管如此, 这个函数不属于函数类 S.

b) 试证, 这个函数的傅立叶变换在 R 上⽆穷次可微, 但不属于函数类 S (仍然是因为 e−a|x| 在 x = 0

不可微).

作业 4. 试证:

a) 如果 f 在 x ≥ 0 是连续正单调函数, 则

n∑
k=0

f(k) =

∫ n

0

f(x)dx+O(f (n)) +O(1), 当n → ∞;

b)
n∑

k=1

1
k
= lnn+ c+ o(1), 当n → ∞.
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c)
n∑

k=2

kα(ln k)β ≈ nα+1(lnn)β

α+1
, 当n → ∞和α > −1.

作业 5. 用分部积分法求下列函数当 x → +∞ 时的渐近展开:

a) Γs(x) =
∫ +∞
x

ts−1e−tdt – 不完全 Γ 函数;

b) erf(x) = 1√
π

∫ x

−x
e−t2dt – 概率误差函数 (

∫ +∞
−∞ e−x2

dx =
√
π – 欧拉 -泊松积分)

c) F (x) =
∫ +∞
x

eit

tα
dt, 如果 α > 0.

作业 6. 利用上⼀题的结果, 求下列函数当 x → +∞ 时的渐近展开:

a) Si(x) =
∫ x

0
sin t
t
dt – 积分正弦 (

∫∞
0

sin t
t
dt = π

2
– 狄利克雷积分);

b) C(x) =
∫ x

0
cos π

2
t2dt, S(x) =

∫ x

0
sin π

2
t2dt – 菲涅尔积分 (

∫ +∞
0

cosx2dx =
∫ +∞
0

sinx2dx = 1
2

√
π
2
).
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解答作业 1. 首先∫ +∞

−∞
f̂(ξ)g(ξ)dξ =

∫ +∞

−∞
g(ξ)

1√
2π

∫ +∞

−∞
f(x)e−iξxdxdξ

=

∫ +∞

−∞
f(x)dx · 1√

2π

∫ +∞

−∞
g(ξ)e−iξxdξ =

∫ +∞

−∞
f(ξ)ĝ(ξ)dξ

用 ¯̂g 代替 g(x), 有

⟨f̂ , ĝ⟩ =

∫ +∞

−∞
f̂(ξ)¯̂g(ξ)dξ =

∫ +∞

−∞
f(ξ)ˆ̂̄g(ξ)dξ

=

∫ +∞

−∞
f(ξ)ḡ(ξ)dξ = ⟨f, g⟩.

解答作业 2. (a)

f̂(ξ, y) =

∫ +∞

−∞
f(x, y)e−iξxdx,

∂f̂(ξ, y)

∂2y2
=

∫ +∞

−∞

∂2f(x, y)

∂y2
e−iξxdx,

又

ˆf (2)(ξ) = (iξ)2f̂(ξ) ⇒ −|ξ|2f̂(ξ, y) =
∫ +∞

−∞

∂2f(x, y)

∂x2
e−iξxdx

⇒ ∂f̂(ξ, y)

∂y2
+ |ξ|2f̂2(ξ, y) =

∫ +∞

−∞
∆fe−iξxdξ = 0.

解这个常微分⽅程可得:
f̂(ξ, y) = µ(ξ)e−y|ξ|2 ,

y = 0 时, f̂(ξ, 0) = ĝ(ξ), 证毕.
(b) ∫ +∞

−∞
e−y|ξ|eixξdξ =

∫ +∞

0

e(ix−y)ξdξ +

∫ 0

−∞
e(ix+y)ξdξ

=
1

ix− y
e(ix−y)ξ

∣∣∣∣+∞

0

+
1

ix+ y
e(ix+y)ξ

∣∣∣∣0
−∞

=
−1

ix− y
+

1

ix+ y
=

2y

x2 + y2
.

(c)

ẽ−y|x| ∗ ˜̂g =

∫ +∞

−∞

2y

(x− ξ)2 + y2
g(ξ)dξ = 2π( ˜e−y|x| · ĝ) = 2π

˜̂
f(x, y) = 2πf(x, y)

⇒ f(x, y) =
1

π

∫ +∞

−∞

y

(x− ξ)2 + y2
g(ξ)dξ.

解答作业 3. (a)

f (n)(x) =

{
(−ax)ne−ax 如果x > 0

(ax)neax 如果x < 0
(n ≥ 1)
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对任何 m,n ∈ N, a > 0,

lim
|x|→+∞

(−a|x|)n+1e−a|x|

−m|x|−(m+1)
= lim

|x|→+∞

|x|m+n+2

ea|x|
· (−a)n+1

−m
= 0.

显然 f(x) 在 x = 0 处不可微, S ⊂ C(∞)(R), 因此 f /∈ S.
(b)

f̂(t) =

∫ +∞

−∞
e−a|x|e−itxdx =

∫ +∞

0

e−(a+it)xdx+

∫ 0

−∞
e(a−it)xdx

=
−1

a+ it
e−(a+it)x

∣∣∣∣+∞

0

+
1

a− it
e(a−it)x

∣∣∣∣0
−∞

=
1

a+ it
+

1

a− it
=

2a

a2 + t2
.

因此 f̂(t) ∈ C(∞)(R), 但对任何 M > 0, 取 t > max{µ
a
, a}, 有

∣∣∣∣t3 · 2a

a2 + t2

∣∣∣∣ = 2a

∣∣∣∣∣ t

1 + a2

t2

∣∣∣∣∣ > 2a ·
M
a

2
= M.

因此 f̂(t) /∈ S.

解答作业 4. (a) f 在 x ≥ 0 单调不减时,∫ n

0

f(x)dx ≤
n∑

k=0

f(k) ≤
∫ n+1

1

f(x)dx

0 ≤
n∑

k=0

f(k)−
∫ n

0

f(x)dx ≤
∫ n+1

n

f(x)dx−
∫ 1

0

f(x)dx

f(n)− f(1) ≤
n∑

k=0

f(k)−
∫ n

0

f(x)dx ≤ f(n+ 1)− f(0) ⇒
n∑

k=0

f(k) =

∫ n

0

f(x)dx+O(f(n)) +O(1), n → +∞.

f 在 x ≥ 0 上单调不增时, ∫ n+1

1

f(x)dx ≤
n∑

k=0

f(k) ≤
∫ n

0

f(x)dx.

(b) 令 (a) 中 f(x) =

{
1
x

x ≥ 1

1 0 ≤ x ≤ 1
则

n∑
k=1

1

k
=

∫ n

1

f(x)dx+O

(
1

n

)
+O(1) n → +∞.

⽽ O( 1
n
) = o(1), lnn+ c+ o(1) = O(1). 证毕.

(c) α > −1, f(x) = xα(lnx)β, 对任何 β, x ⾜够⼤时, f(x) 单调增且趋于 +∞. 存在⾜够⼤的 M ,

n∑
k=M

kα(ln k)β =

∫ n

M

f(x)dx = O(n2(lnn)β) +O(1)
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=
1

α+ 1
xα+1(lnx)β

∣∣∣∣n
M

− β

α+ 1

∫ n

M

xα(lnx)β−1dx+O(n2(lnn)β) +O(1)

=
1

α+ 1
nα+1(lnn)β − 1

α+ 1
Mα+1(lnM)β − β

α+ 1

∫ n

M

xα(lnx)β−1dx+O(nα(lnn)β) +O(1).

由
∫ n

M
xα(lnx)β−1dx = o(nα+1(lnn)β), nα(lnn)β = o(nα+1(lnn)β), n → +∞. 且

n∑
k=2

kα(ln k)β,

Mα+1(lnM)β 是定值. 则
n∑

k=2

kα(ln k)β ≈ nα+1(lnn)β

α+1
, n → +∞.

解答作业 5. (a)

Ts(x) =

∫ +∞

x

ts−1e−tdt = − ts−1e−t
∣∣+∞
x

+

∫ +∞

x

e−t(s− 1)ts−2dt

= xs−1e−x + (s− 1)

∫ +∞

x

ts−2e−tdt =
n∑

k=1

xs−ke−x + (s− 1)(s− 2) · · · (s− n)

∫ +∞

x

ts−n−1e−tdt

s ∈ N 时, Γs(x) =
s∑

k=1

xs−ke−x.

s /∈ N 时, xs−k−1e−x = o(xs−ke−x), x → +∞. 于是 Γs(x) ≃
∞∑
k=1

xs−ke−x (x → +∞).

(b)

erf(x) =
1√
π

∫ x

−x

e−t2dt = 1− 2√
π

∫ +∞

x

e−t2dt, x > 0.

∫ +∞

x

e−t2dt =
−1

2t
e−t2

∣∣∣∣+∞

x

−
∫ +∞

x

e−t2 · 1

2t2
dt =

e−x2

2x
+

e−t2

4t3

∣∣∣∣∣
+∞

x

+

∫ +∞

x

e−t2 · 3
4
t−4dt

=
e−x2

2x
− e−x2

4x3
− 3e−t2

8t5

∣∣∣∣∣
+∞

x

−
∫ +∞

x

15

8
e−t2 · t−6dt

= · · ·

= e−x2

(
1

2x
− 1

4x3
+ · · ·+ (2n− 3)!!

2nx2n−1

)
+

∫ +∞

x

(2n− 1)!!

2n
e−t2t−2ndt.

erf(x) ≃ 1− 2√
π
e−x2

∞∑
k=1

(−1)k+1 (2k − 3)!!

2kx2k−1
, x → +∞.

(c)

F (x) =

∫ +∞

x

eit

tα
dt =

∫ +∞

x

−ideit

tα
= −i

eit

tα

∣∣∣∣+∞

x

− iα

∫ +∞

x

eit

tα+1
dt

= i
eix

xα
− α

∫ +∞

x

deit

tα+1
dt = i

eix

xα
− α

eit

tα+1

∣∣∣∣+∞

x

− α(α+ 1)

∫ +∞

x

eit

tα+2
dt

= i
eix

xα
+ α

eix

xα+1
+ α(α+ 1)i

∫ +∞

x

deit

tα+2
= i

eix

xα
+ α

eix

xα+1
− α(α+ 1)i

eix

xα+2

+α(α+ 1)(α+ 2)i

∫ +∞

x

eit

tα+3
dt.
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F (x) ≃ eix
(

i

xα
+

α

xα+1
+

−α(α+ 1)i

xα+2
+

−α(α+ 1)(α+ 2)

xα+3
+ · · ·

)
= eix

∞∑
k=0

(
iϕ(α+ 4k)

xα+4k
+

ϕ(α+ 4k + 1)

xα+4k+1
+

−iϕ(α+ 4k + 2)

xα+4k+2
+

−ϕ(α+ 4k + 3)

xα+4k+3

)
, x → +∞,

其中 ϕ(α+m) = α(α+ 1) · · · (α+m− 1), m ∈ N, ϕ(α) = 1.

解答作业 6. (a) 上题 (c) 中令 α = 1 得

F (x) ≃ eix
∞∑
k=0

(
i(4k)!

x4k+1
+

(4k + 1)!

x4k+2
+

−i(4k + 2)!

x4k+3
+

−(4k + 3)!

x4k+4

)
;

F (x) =

∫ +∞

x

cos t
t

dt+ i

∫ +∞

0

sin t

t
dt∫ +∞

x

sin t

t
dt ≃ cosx ·

∞∑
k=0

(
(4k)!

x4k+1
− (4k + 2)!

x4k+3

)
+ sinx ·

∞∑
k=0

(
(4k + 1)!

x4k+2
− (4k + 3)!

x4k+4

)
, x → +∞;

Si =

∫ x

0

sin t

t
dt =

π

2
− cos ·

∞∑
k=0

(
(4k)!

x4k+1
− (4k + 2)!

x4k+3

)
− sinx ·

∞∑
k=0

(
(4k + 1)!

x4k+2
− (4k + 3)!

x4k+4

)
, x → +∞.

(b) ∫ +∞

0

cos t · 1√
t
dt =

∫ +∞

0

cos t2 · 1
t
· 2tdt =

√
π

2
,

∫ +∞

0

sin t · 1√
t
dt =

√
π

2

C(x) =

∫ x

0

cos pi
2
t2dt =

2√
π

∫ x

0

cos
(√

π

2
t

)2

d

√
π

2
t =

√
2

π

∫ √
π
2 x

0

cos t2dt

=

√
2

π

∫ π
2 x2

0

cos t · 1
2
· 1√

t
dt =

√
1

2π

∫ π
2 x2

0

cos t√
t
dt

S(x) =
√

1

2π

∫ π
2 x2

0

sin t√
t
dt.

令上题 (c) 中 α = 1
2
,

F (x) =

∫ +∞

x

eit√
t
dt =

∫ +∞

x

cos t√
t
dt+ i

∫ +∞

x

sin t√
t
dt;

C(x) =

√
1

2π
·
√

x

2
− Re

√
1

2π
F
(π
2
x2
)

≃ 1

2
− 1

π
cos π

2
x2

∞∑
k=0

(
(8k + 1)!!

(πx2)4k+1x
− (8k + 5)!!

(πx2)4k+3x

)
+

1

π
sin π

2
x2

∞∑
k=0

(
(8k − 1)!!

(πx2)4kx
− (8k + 3)!!

(πx2)4k+2x

)
;

S(x) =

√
1

2π
·
√

x

2
− Im

√
1

2π
F
(π
2
x2
)

≃ 1

2
− 1

π
cos

(
(8k − 1)!!

(πx2)4kx
− (8k + 3)!!

(πx2)4k+2x

)
− 1

π
sin π

2
x2

∞∑
k=0

π

2
x2

∞∑
k=0

(
(8k + 1)!!

(πx2)4k+1x
− (8k + 5)!!

(πx2)4k+3x

)
.

注意 (−1)!! = 1.


