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作业 1. 证明: 对⼀切 x ∈ R 都有

cos(x) =
∞∏

n=0

(
1− 4x2

(2n+ 1)2π2

)
.

作业 2. 试证下述断⾔:

a) 如果函数 f : R 7→ C 在 R 上直接可积, 则∣∣∣∣∫ +∞

−∞
f(x)eiλxdx

∣∣∣∣ ≤ ∫ +∞

−∞

∣∣∣f (
x+

π

λ

)
− f(x)

∣∣∣ dx.
b) 如果函数 f : R 7→ C 和 g : R 7→ C 在 R 上直接可积, 且 g 的模在 R 上有界, 则∫ +∞

−∞
f(x+ t)g(t)eiλtdt =: ϕλ(x) ⇒ 0, 在R上, λ → ∞.

c) 如果 f : R 7→ C 是 2π− 周期且在⼀个周期上绝对可积的函数, 则它的傅立叶三角级数的余项
Sn(x)− f(x) 可以表示成

Sn(x)− f(x) =
1

π

∫ π

0

(∆2f)(x, t)Dn(t)dt,

这里 Dn 是 n 阶狄利克雷核, ⽽ (∆2f)(x, t) = f(x+ t)− 2f(x) + f(x− t).

d) 对于任意 δ ∈ (0, π), 可把上面得到的余项公式化成以下形式

Sn(x)− f(x) =
1

π

∫ δ

0

sinnt

t
(∆2f)(x, t)dt+ o(1),

这里 o(1) 当 n → ∞ 时趋于零, ⽽且这个极限在任何使函数 f 有界的区间 [a, b] 上⼀致的.

e) 如果函数 f : [−π, π] 7→ C 在区间 [−π, π] 上满⾜赫尔德条件

|f(x1)− f(x2)| ≤ M |x1 − x2|α,

这里 M 和 α 是正数, 此外, f(−π) = f(π), 则函数 f 的傅立叶级数在整个区间上⼀致收敛于它自

⼰.
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作业 3. a) 试证: 如果 f : R 7→ R 是 2π− 周期函数, 且有分段光滑的 m 阶 (m ∈ N) 导数 f (m), 则 f

可以表示成

f(x) =
a0
2

+
1

π

∫ π

−π

Bm(t− x)f (m)(t)dt

的形式, 这里 Bm(u) =
∞∑
k=1

cos(ku+mπ
2 )

km , m ∈ N.

b) 利用函数 π−x
2
在区间 [0, 2π] 上的傅立叶展开, 证明: B1(u) 是区间 [0, 2π] 上的 1 次多项式, ⽽

Bm(u) 是区间 [0, 2π] 上的 m 次多项式. 这些多项式叫伯努利多项式.

c) 试验证: 对任意 m ∈ N, 有
∫ 2π

0
Bm(u)du = 0.

作业 4. 设周期为 2π 的连续函数 f(x) 的傅立叶系数为 ak(k = 0, 1, 2, ...) 和 bk(k = 1, 2, ...). 对于
h ∈ R, 请计算函数 g(x) = f(x+ h) 的傅立叶系数.

作业 5. 设函数 f : [a, b] 7→ R 连续且分段可微, 又设它的导数 f ′ 在区间 (a, b) 上平⽅可积. 试利用帕塞
瓦尔等式证明:

a) 如果 [a, b] = [0, π], 则当满⾜两个条件 f(0) = f(π) = 0 或
∫ π

0
f(x)dx = 0 中的任何⼀个时, 成立

斯捷克洛夫不等式: ∫ π

0

f2(x)dx ≤
∫ π

0

(f ′)2(x)dx,

其中的等号仅在 f(x) = a cosx 时成立;

b) 如果 [a, b] = [−π, π] 并同时满⾜两个条件 f(−π) = f(π) 和
∫ π

−π
f(x)dx = 0, 则成立维勒⾦盖勒不

等式 ∫ π

−π

f2(x)dx ≤
∫ π

−π

(f ′)2(x)dx,

其中的等号仅在 f(x) = a cosx+ b sinx 时成立.

作业 6. 设 f 是 R2[−π, π] 中的函数. 如果⼀个三角级数

a0
2

+

∞∑
k=1

[ak sin(kx) + bk cos(kx)]

在区间
[
0, π

2

]
上平均收敛于 f , 即

lim
n→∞

∫ π
2

0

|f(x)− Tn(x)|2dx = 0.

请问, 该级数是否⼀定是 f 的傅立叶级数.
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解答作业 1. ⽅法⼀: 仿照例 20.3.9, 分析 f(x) = sin(αx).
⽅法⼆: 根据例 20.3.9 的结果,

sinx = x

∞∏
n=1

(
1− x2

n2π2

)
,

及 sin 2x = 2 sinx cosx 推得.

(a)

解答作业 2. ∫ +∞

−∞
f(x)eiλxdx =

∫ +∞

−∞
f
(
x+

π

λ

)
eiλ(x+

π
λ )dx

于是,

∣∣f(x)eiλxdx∣∣ ≤
∣∣∣∣∫ +∞

−∞
f(x)eiλx + f

(
x+

π

λ

)
eiλ(x+

π
λ )dx

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ +∞

−∞

(
f(x)− f

(
x+

π

λ

))
eiλxdx

∣∣∣∣
≤

∫ +∞

−∞

∣∣∣f(x)− f
(
x+

π

λ

)∣∣∣ |eiλx|dx =

∫ +∞

−∞

∣∣∣f(x)− f
(
x+

π

λ

)∣∣∣ dx.
(b) 设 |g(x)| < M (x ∈ R), 则∣∣∣∣∫ +∞

−∞
f(x+ t)g(t)eiλtdt

∣∣∣∣ ≤ M

|eiλx|

∣∣∣∣∫ +∞

−∞
f(x+ t)eiλ(x+t)dt

∣∣∣∣ = M

∣∣∣∣∫ +∞

−∞
f(t)eiλtdt

∣∣∣∣ → 0, (λ → +∞).

即 ϕ ⇒ 0.
(c)

Sn(x) =
1

2π

∫ π

0

[f(x− t) + f(x+ t)]Dn(t)dt,∫ π

0

Dn(t)dt =

∫ π

0

sin(n+ 1
2
)t

sin 1
2
t

dt = 2

∫ π

0

sin(2n+ 1)t

sin t
dt = π,

Sn(x)− f(x) =
1

2π

∫ π

0

[f(x− t) + f(x+ t)− 2f(x)]Dn(t)dt

=
1

2π

∫ π

0

(∆2f)(x, t)Dn(t)dt.

(d) 对任何 δ ∈ (0, π),
g(t) :=

f(x+ t) + f(x− t)

t

在 (δ, π) 上绝对可积,
lim
n→∞

∫ π

δ

sinntg(t)dt = o(1).

Sn(x) =
1

2π

∫ δ

0

[f(x− t) + f(x+ t)]Dn(t)dt+ o(1)

=
1

2π

∫ δ

0

[f(x− t) + f(x+ t)]
sin(n+ 1

2
)t

sinnt
· sin t

sin 1
2
t
· sinnt

sin t
dt+ o(1).
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当 δ → 0, n → +∞ 时,

Sn(x) =
1

π

∫ π

0

sinnt

t
[f(x+ t) + f(x− t)]dt,

lim
n→∞

∫ π

0

sinnt

t
dt = lim

n→∞

∫ δ

0

sinnt

t
dt+ lim

n→∞

∫ π

δ

sinnt

t
dt = lim

n→∞

∫ δ

0

sinnt

t
dt

= lim
n→∞

∫ δ

0

1

2
Dn(t)dt+ o(1) =

π

2
+ o(1) o(1) → 0, δ → 0时.

于是

Sn(x)− f(x) =
1

π

∫ δ

0

sinnt

t
[f(x− t)− 2f(x) + f(x+ t)]dt+ o(1).

f(x) 在 [a, b] 上有界, 不妨设 |f(x)| ≤ M, ∀x ∈ [a, b].

|o(1)| =

∣∣∣∣ 1π
∫ π

0

(∆2f)(x, t)

(
1

2
Dn(t)−

sinnt

t

)
dt

∣∣∣∣
≤ 4M

π

∫ π

0

∣∣∣∣12Dn(t)−
sinnt

t

∣∣∣∣ dt → 0, 当n → +∞.

即 o(1) ⼀致收敛于 0.
(e) ∫ π

0

∣∣∣∣(∆2f)(x, t)

t

∣∣∣∣ dt ≤ ∫ π

0

2Mtα

t
dt = 2M

∫ π

0

tα−1dt.

当 α > 0 时, (∆2f)(x,t)
t

在 (0, π) 内绝对可积, 则

lim
n→∞

∫ π

0

sinnt · (∆
2f)(x, t)

t
dt = 0.

又 o(1) ⼀致收敛于 0, 由 d, f(x) 的傅立叶级数⼀致收敛于 f(x).

解答作业 3. 略.

解答作业 4.

f(x) =
a0
2

+

∞∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx)(1)

f(x+ h) =
a0
2

+
∞∑
k=1

(ak cos k(x+ h) + bk sin k(x+ h))

=
a0
2

+
∞∑
k=1

((ak cos kh+ bk sin kh) cos kx+ (−ak sin kh+ bk cos kh) sin kx)(2)

g(x) = f(x+ h) 是周期为 2π 的连续函数, 由其傅立叶级数的唯⼀性可知, (2)是 g(x) 的傅立叶级数.

解答作业 5. (a) 令

f̃(x) =

{
f(x), x ∈ [0, π];

−f(−x), x ∈ [−π, 0).

则 f̃(x) 在 [−π, π] 连续, 且分段可微. 如果 f ′(x) 存在, 则 f̃ ′(x) = −f̃ ′(−x). 我们有 f̃(x), f̃ ′(x) ∈
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R2([−π, π],C). 令

f̃(x) =
a0
2

+

∞∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx);

f̃ ′(x) =

∞∑
k=1

(−kak sin kx+ kbk cos kx).

所以 (1) f(0) = f(π) = 0, 则

f̃(x) =
a0
2

+
∞∑
k=1

ak = 0 = f̃(π) =
a0
2

−
∞∑
k=1

ak = 0.

于是 a0 = 0 (2)
∫ π

0
f(x)dx = 0, a0 = 1

π

∫ π

−π
f̃(x)dx = 0. 综上, 我们有

1

π
||f̃(x)||2 = 1

π

∫ π

−π

f̃2(x)dx =
∞∑
k=1

(a2k + b2k) ≤
∞∑
k=1

(k2a2k + k2b2k) =
1

π

∫ π

−π

(f̃(x))2dx.

于是 ∫ π

0

f2(x)dx =
1

2

∫ π

−π

f̃2(x)dx ≤ 1

2

∫ π

−π

(f̃ ′(x))2dx =

∫ π

0

(f ′(x))2dx.

等号成立时,
∞∑
k=1

a2k + b2k =
∞∑
k=1

(k2a2k + k2b2k),

则 ak = bk = 0, 对任意 k ≥ 2. 设 f(x) = a cosx+ b sinx, 若 f(0) = f(π) = 0, f(x) ≡ 0 = 0 · cosx. 若∫ π

0
f(x)dx = 0, 则 b = 0, f(x) = a cosx. 证毕.

(b) 设 f(x) = a0

2
+

∞∑
k=1

(ak cos kx+ bk sin kx), 同上分析, 可证.

解答作业 6. 不⼀定, 令

f(x) =

{
π
2
, −π ≤ x < 0;

π−x
2

, 0 ≤ x ≤ π.

显然 f(x) ∈ R[−π, π]. 我们有

lim
n→∞

∫ π
2

0

[
f(x)−

∞∑
k=1

sin kx

k

]2

dx = 0.

⽽ f(x) 在 [−π, π] 连续, 但

lim
n→∞

∫ π

−π

[
f(x)−

∞∑
k=1

sin kx

k

]2

dx =

∫ 0

−π

(
π

2
− −π − x

2

)2

dx > 0.

也即
∞∑
k=1

sin kx
k
在 [−π, π] 上不平均收敛于 f(x).

∞∑
k=1

sin kx
k
不是 f(x) 的傅立叶级数.


