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作业 1. 设 A, B, C 是不在⼀直线上的三点, 证明: 点 M 在 A, B, C 决定的平面上的充分必要条件是,
存在实数 λ, µ, ν, 使得

−−→
OM = λ

−→
OA+ µ

−−→
OB + ν

−−→
OC, 且 λ+ µ+ ν = 1,

其中 O 是任意取定的⼀点.

作业 2. 证明: 点 M 在 △ABC 内 (包括三条边) 的充分必要条件是, 存在非负的实数 λ, µ, ν, 使得

−−→
OM = λ

−→
OA+ µ

−−→
OB + ν

−−→
OC, 且 λ+ µ+ ν = 1,

其中 O 是任意取定的⼀点.

作业 3. 在⼀个空间仿射坐标系中, 向量 a, b, c 的坐标依次为 (x1, y1, z1)
⊤, (x2, y2, z2)

⊤, (x3, y3, z3)
⊤,

证明: a, b, c 共面的充分必要条件为 ∣∣∣∣∣∣∣
x1 x2 x3

y1 y2 y3

z1 z2 z3

∣∣∣∣∣∣∣ = 0.

作业 4. 在⼀个空间仿射坐标系中, 点 A,B,C 的坐标依次为 (x1, y1, z1)
⊤, (x2, y2, z2)

⊤, (x3, y3, z3)
⊤, 证

明: 若 A,B,C 共线, 则 ∣∣∣∣∣∣∣
x1 x2 x3

y1 y2 y3

z1 z2 z3

∣∣∣∣∣∣∣ = 0;

并请举例说明反之不⼀定成立.

作业 5. 证明: 三角形的三条角平分线相交于⼀点.

作业 6. 证明: 如果⼀个四面体有两对对棱互相垂直, 则第三对对棱也互相垂直, 并且三对对棱的长度的
平⽅和相等.

作业 7. 已知 a, b, c 不共面, 并且构成右⼿系, 且

⟨a, b⟩ = ⟨b, c⟩ = ⟨c,a⟩ = π

3
.

求 ⟨a× b, c⟩.

1



2

解答作业 1. 因为 A,B,C 不共线, 因此 O 在 A,B,C 决定的平面上, 等价于存在唯⼀⼀组 µ, ν 使得

−−→
AM = µ

−−→
AB + ν

−→
AC

−−→
OM −−→

OA = µ(
−−→
OB −−→

OA) + ν(
−−→
OC −−→

OA)
−−→
OM = (1− µ− ν)

−→
OA+ µ

−−→
OB + ν

−−→
OC.

令 λ = 1− µ− ν 证毕.

解答作业 2. 延长 AM 交 BC 与 M ′, 通过 M ′ 在 BC 上, 可以证明满⾜

−−→
AM ′ = µ′−−→AB + ν′−→AC

的 µ′,ν′ 满⾜ µ′ ≥ 0, ν′ ≥ 0, 进⽽ µ ≥ 0, ν ≥ 0, 及 µ+ ν ≤ 1. 证毕.

解答作业 3. ∣∣∣∣∣∣∣
x1 x2 x3

y1 y2 y3

z1 z2 z3

∣∣∣∣∣∣∣ = 0

等价于存在

 λ

µ

ν

 ̸= 0 使得

 x1 x2 x3

y1 y2 y3

z1 z2 z3


 λ

µ

ν

 = 0,

即

λa+ µb+ νc = 0,

等价于向量 a, b, c 共面.

解答作业 4. 上题推论, 反例即 OA, OB, OC 共面但 A,B,C 不共线.

解答作业 5. 由正弦定理, 或外积的⼏何意义得角平分线定理, 由 Ceva 定理证出结论.

解答作业 6. 设过同⼀点的三条棱分别为 a, b, c, 于是有 a · (b− c) = 0, b · (c−a) = 0, 两式相减, 即得
c · (a− b) = 0.
只需证⼀组对棱平⽅和相等即可,

a · a+ (b− c) · (b− c) = (a+ b− c) · (a+ b− c) = b · b+ (c− a) · (c− a).

证毕.

解答作业 7. 不妨设 a, b, c都是单位向量,设直角标价 [O;a,e2, e3]. 于是 a的坐标为 (1, 0, 0)zz, b的坐
标为 ( 1

2
,
√
3
2
, 0)⊤, c的坐标为 ( 1

2
,
√
3
6
,
√
6
3
)⊤. 于是 a×b ·c =

√
2
2

, a×b =
√
3
2

,因此 ⟨a×b, c⟩ = arccos
√
6
3

.


