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作业 1 (P254-2). 根据斯托克斯公式 ∫
S

dσ · (∇×A) =

∫
∂S

ds ·A,

证明 ∫
S

(dσ ×∇)×B =

∫
∂S

ds×B,∫
S

dσ ×∇f =

∫
∂S

ds f.

作业 2 (P254-8). 多维柯西中值定理. 经典的积分中值定理 (“拉格朗日定理”) 断⾔, 如果函数
f : D → R 在可测连通紧集 D ⊂ Rn 上连续, 则存在点 ξ ∈ D 使∫

D

f(x)dx = f(ξ) · |D|,

其中 |D| 是 D 的测度 (体积).

a) 现设 f, g ∈ C(D,R), 亦即, f 和 g 是在 D 中定义的连续实值函数. 试证成立以下 “柯西定理”: 存
在点 ξ ∈ D 使

g(ξ)

∫
D

f(x)dx = f(ξ)

∫
D

g(x)dx.

b) 设 D 是具有光滑边界 ∂D 的紧区域, ⽽ f, g 是 D 中的两个光滑向量场. 试证: 存在点 ξ ∈ D 使

divg(ξ) · Flux
∂D

f = divf(ξ) · Flux
∂D

g,

其中 Flux
∂D
是向量场通过曲面 ∂D 的流量.

作业 3 (265-1). 试证任何中⼼场 A = f(r)r 是势场.

作业 4 (265-2). 设 F = −gradU 是有势⼒场. 试证在这种场内, 质点的稳定平衡位置在这个场的势 U

的极小点处.
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解答作业 1. 1) 首先

ds×B = e1((ds)2B3 − (ds)3B2) + e2((ds)3B1 − (ds)1B3) + e3((ds)1B2 − (ds)2B1); (1)

(dσ ×∇)×B = e1
(
(dσ)3

∂B3

∂x1
− (dσ)1

∂B3

∂x3
− (dσ)1

∂B2

∂x2
+ (dσ)2

∂B2

∂x1

)
+e2

(
(dσ)1

∂B1

∂x2
− (dσ)2

∂B1

∂x1
− (dσ)2

∂B3

∂x3
+ (dσ)3

∂B3

∂x2

)
+e3

(
(dσ)2

∂B2

∂x3
− (dσ)3

∂B2

∂x2
− (dσ)3

∂B1

∂x1
+ (dσ)1

∂B1

∂x3

)
. (2)

分别取 A = (0, B3,−B2), A = (−B3, 0, B1) 以及 A = (B2,−B3, 0) 代⼊斯托克斯公式, 看作是对分量
e1, e2, e3 的积分, 再将得到的三个式⼦相加即得(1)=(2).

2)

ds · f = (ds)1fe1 + (ds)2fe2 + (ds)3fe3; (3)

dσ ×∇f = e1
(
(dσ)2

∂f

∂x3
− (dσ)3

∂f

∂x2

)
+ e2

(
(dσ)3

∂f

∂x1
− (dσ)1

∂f

∂x3

)
+e3

(
(dσ)1

∂f

∂x2
− (dσ)2

∂f

∂x1

)
. (4)

分别取 A = (f, 0, 0), A = (0, f, 0) 以及 A = (0, 0, f) 代⼊斯托克斯公式并求和, 即得(3)=(4).

解答作业 2. a) 首先, 当
∫
D
f(x)dx = 0 时, f 在 D 上连续, 故存在 ξ, 使得 f(ξ) = 0. 当

∫
D
g(x)dx = 0

时, 同理. 下面假设
∫
D
f(x)dx ·

∫
D
g(x)dx ̸= 0. 令

D′ := {x ∈ D | g(x) ̸= 0, f(x) ̸= 0},

则有

min g(x)

f(x)
≤

∫
D
g(x)dx∫

D
f(x)dx

≤ max g(x)

f(x)
, ∀x ∈ D′.

证毕.
b) 首先,

Flux
∂D

f =

∫
∂D

f1dx2 ∧ dx3 + f2dx3 ∧ dx1 + f3dx1 ∧ dx2

=

∫
D

(
∂f1

x1
+

∂f2

x2
+

∂f3

x3

)
dx1dx2dx3

=

∫
D

divf(x)dx.

令 f∗(x) := divf(x), g∗(x) := divg(x), 使用 a) 中结论, 即得证.

解答作业 3. 任取闭路 γ ⊂ D, 记 γ 围成的区域是 S. 于是∮
γ

A · ds =

∮
r

f(r)x1dx1 + · · ·+ f(r)xndxn



3

=

∫
∂S

P 1dx1 + · · ·+ Pndxn, 这里P i = f(r)xi = f(
√
(x1)2 + · · ·+ (xn)2)xi

=

∫∫
S

∑
1≤i,j≤n

(
∂P j

∂xi
− ∂P i

∂xj

)
dxi ∧ dxj

=
∑

1≤i,j≤n

∫∫
S

(f ′(r)2xixj − f ′(r)2xjxi)dxi ∧ dxj = 0.

因此 A = f(r)r 是势场.

解答作业 4. x 为平衡位置, 则 F (x) = −gradU(x) = 0, 也即 x 为 U 的极值点. 另⼀⽅面, 在 x 的邻域

内有⼀点 x′, 我们知道 F (x′) ⽅向从 x′ 指向 x, 也即 −gradU(x′) 的⽅向为 x′ 到 x, 根据泰勒展开, 我
们易知 U(x) < U(x′). 也即 x 是 U 的极小值点.


