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作业 1. a) 证明, 开区间上的单调函数的反函数在自⼰的定义域上连续.

b) 构造⼀个具有可数个间断点的单调函数.

c) 证明, 若函数 f : X → Y 和 f−1 : Y → X 互反 (这里 X, Y 都是 R 的⼦集) 且 f 在点 x0 ∈ X 连

续, 那么, 由此还不能推出函数 f−1 在点 y0 = f(x0) ∈ Y 连续.

作业 2. 设 f 和 g 是定义在同⼀个集合 X 上的有界函数. 量

∆ = sup
x∈X

|f(x)− g(x)|

称为有界函数 f 和 g 之间的距离; 它表示在给定的集 X 上, ⼀个函数近似于另⼀个函数的好坏程度如
何. 设 X 是闭区间 [a, b]. 证明, 如果 f, g ∈ C[a, b], 那么, ∃x0 ∈ [a, b], 使 ∆ = |f(x0) − g(x0)|, ⽽对于
任意的有界函数, 此事⼀般说来并不成立.

作业 3. 证明: 如果函数 f(x) 在 [a,+∞) 连续, ⽽且 lim
x→+∞

f(x) 存在, 则 f(x) 在区间 [a,+∞) 上是⼀

致连续的.

作业 4. 设 f(x) = (x− 1)(x− 2)2(x− 3)3. 求 f ′(1), f ′(2), f ′(3).

作业 5. 求函数

f(x) =

{
x2 sin

(
1
x

)
, 如果x ̸= 0;

0, 如果x = 0,

在 x = 0 处的导数.

作业 6. 求导数 y′x

(a) y = xx (x > 0)

(b) y = sin(sin(x))

作业 7. 设 f(x) 是可微函数, 如果 (f(x2))′x = (f2(x))′x 在 x = 1 成立, 则 f(1) = 1 或者 f ′(1) = 0.

1



2

解答作业 1. a) 不妨假设 f(x) 单调不减, 则 f−1 也是单调不减. 假设 f−1(x) 在 (a, b) 上某点 c 间断,
则 lim

x→c−
f−1(x) < f−1(c) 和 f−1(c) < lim

x→c+
f−1(x) 必有⼀个成立. 不是⼀般性, 设前者. 则存在 α 使得

lim
x→c−

f−1(x) < α < f−1(c), 于是 x < f(α) < c 对任意 x ∈ (a, c) 成立, 这和开区间⽭盾. 证毕.
b) f(x) = 2[x] + {x}
c) 记 b) 中函数是 f−1(x), 原函数 f(x) 在 x = 2 点连续, 但是 f−1 在 y = f(2) = 1 处不连续.

解答作业 2. 考虑连续函数 f(x)− g(x)和 g(x)−f(x), 它们在 [a, b]上能取到最⼤值, 因此 ∆也能取得.

反例: f(x) =

{
|x|, 如果x ̸= 0;

1, 如果x = 0,
, g(x) = 2, 在 [−1, 1].

解答作业 3. 对任意 ϵ > 0, 由于 lim
x→+∞

f(x) 存在, 不妨设为 α, 所以存在 M > a 使得 |f(x1)−α| < ϵ/2,
对 ∀x1 ≥ M 成立. 另⼀⽅面, 我们知道 f(x) 在 [a,M + 1] 内⼀致连续, 因此存在 δ > 0 使得

|f(x2)− f(x3)| < ϵ/2, 对 ∀x2, x3 ∈ [a,M + 1] 并且 |x2 − x3| ≤ δ 成立. 所以对任意 y1, y2 ∈ [a,+∞) 并

且 |y1 − y2| ≤ min{1, δ}, 我们有 |f(y1)− f(y2)| ≤ ϵ/2 + ϵ/2 = ϵ.

解答作业 4. 我们首先有, f ′(x) = (x− 2)2(x− 3)3 + 2(x− 1)(x− 2)(x− 3)3 + 3(x− 1)(x− 2)2(x− 3)2,
因此有 f ′(1) = −8, f ′(2) = f ′(3) = 0.

解答作业 5. 我们有

lim
x→0

f(x)− f(0)

x− 0
= lim

x→0
x sin

(
1

x

)
= 0.

因此 f ′(x) |x=0= 0.

解答作业 6. (a) ln y = x lnx, 两边求导得: y′x/y = 1 + lnx, 因此 y′x = (1 + lnx)xx.
(b) y′x = cos(sin(x))cosx.

解答作业 7. 注意到: (f(x2))′x |x=1= 2xf ′(x2) |x=1= 2f ′(1), 以及 (f2(x))′x |x=1= 2f(x)f ′(x) |x=1=

2f(1)f ′(1), 因此有 f ′(1)(f(1)− 1) = 0. 证毕.

预祝大家期中考试成功!


