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作业 1. 试证: 如果 a > 0, 那么数列 xn+1 =
1
2

(
xn + a

xn

)
收敛于 a 的算数平⽅根, 其中 x1 ̸= 0. 估计收

敛速度, 即估计与 n 有关的绝对误差 |∆n| = |xn − a|.

作业 2. 试证

a) S0(n) = 10 + · · ·+ n0 = n,
S1(n) = 11 + · · ·+ n1 = n(n+1)

2
= 1

2
n2 + 1

2
n,

S2(n) = 12 + · · ·+ n2 = n(n+1)(2n+1)
6

= 1
3
n3 + 1

2
n2 + 1

6
n,

S3(n) = 13 + · · ·+ n3 = n2(n+1)2

4
= 1

4
n4 + 1

2
n3 + 1

4
n2.

如果记 Sk(n) = 1k + · · ·+ nk, k ∈ N, 那么 Sk(n) = ak+1n
k+1 + · · ·+ a1n+ a0, 它是 n 的 k+1 次

多项式.

b) lim
n→∞

Sk(n)
nk+1 = 1

k+1
.

作业 3. 设 {xn}, {yn} 都是有界数列, 求证

lim sup
n→∞

xn + lim inf
n→∞

yn ≤ lim sup
n→∞

(xn + yn) ≤ lim sup
n→∞

xn + lim sup
n→∞

yn;

lim inf
n→∞

xn + lim inf
n→∞

yn ≤ lim inf
n→∞

(xn + yn) ≤ lim sup
n→∞

xn + lim inf
n→∞

yn.

作业 4. 设 {xn}, {yn} 都是有界非负数列, 求证

lim sup
n→∞

xn · lim inf
n→∞

yn ≤ lim sup
n→∞

(xn · yn) ≤ lim sup
n→∞

xn · lim sup
n→∞

yn;

lim inf
n→∞

xn · lim inf
n→∞

yn ≤ lim inf
n→∞

(xn · yn) ≤ lim sup
n→∞

xn · lim inf
n→∞

yn.

作业 5. 如果 xn > 0 且 lim
n→∞

xn 存在, 则 lim
n→∞

n
√
x1 · x2 · · ·xn = lim

n→∞
xn.

作业 6. 如果 xn > 0 且 lim
n→∞

xn+1

xn
存在, 则 lim

n→∞
n
√
xn = lim

n→∞
xn+1

xn
.

作业 7. 证明: lim
n→∞

n
n√
n!

= e.

作业 8. 如果数列 {an} 满⾜ a1 > a2 > a3 > · · · > an > an+1 > · · · , 请分析级数

a1 − a2 + a3 − a4 + a5 − a6 + a7 − · · ·+ (−1)n+1an

的收敛性.
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解答作业 1. 不妨设 x1 > 0. 则对任意 k > 1, xk > 0. 令 zk = xk/
√
a, 于是 zk 迭代公式是:

zk+1 =
1
2

(
zk +

1
zk

)
≥ 2, 于是

zk+1 − 1 =
1

2

(
(zk − 1) +

1− zk
zk

)
=

1

2

(
1− 1

zk

)
(zk − 1) ≤ 1

2
(zk − 1).

因此 zk+1 − 1 ≥ 1 并且 zk+1 − 1 ≤ 1
2
(zk − 1), 故⽽ lim

n→∞
(zk − 1) = 0. 即 lim

n→∞
xk =

√
xk.

另⼀⽅面 ∆k+1/∆
2
k = (

√
a(zk+1−1))/(

√
a(zk−1))2 = 1/(2zk

√
a),因此 lim

n→∞
∆k+1/∆

2
k = 1/(2

√
a).

如果 x1 < 0 可得类似的收敛结果⾄ −
√
a.

解答作业 2. 参见附件.

解答作业 3. 只证第⼀个式⼦, 第⼆个同理. 总存在收敛⼦列 {xnk
+ ynk

} 使得 lim
k→∞

(xnk
+ ynk

) =

lim sup
n→∞

(xn+yn). {xnk
}有收敛⼦列 xnki

使得 lim
i→∞

xnki
= x ≤ lim sup

n→∞
xn,并且 ynki

有收敛⼦列 {ynkij
}

使得 lim
j→∞

ynkij
= y ≤ lim sup

n→∞
yn. 于是

lim sup
n→∞

(xn + yn) = lim
j→∞

(xnkij
+ ynkij

) = x+ y ≤ lim sup
n→∞

xn + lim sup
n→∞

yn.

另⼀⽅面, 存在收敛⼦列 {xnk
} 使得 lim

k→∞
xnk

= lim sup
n→∞

xn. {ynk
} 有收敛⼦列 ynki

使得 lim
i→∞

ynki
=

y ≥ lim inf
n→∞

yn. 于是

lim sup
n→∞

xn + lim inf
n→∞

yn ≤ lim
i→∞

xnki
+ y = lim

i→∞
(xnki

+ ynki
) ≤ lim sup

n→∞
(xn + yn).

解答作业 4. 同上.

解答作业 5. 上次练习的直接推论.

解答作业 6. 作业 5 的直接推论.

解答作业 7. 令 xn = nn/n!, 作业 6 的推论.

解答作业 8. 该级数收敛的充分必要条件是 lim
n→∞

an = 0. 必要性易得, 下面证明充分性. 对任意 ϵ > 0,
我们知道存在 N , 使得当 n ≥ N 时 |an| < ϵ/3. 另⼀⽅面, 对任意 m ≥ n ≥ N , 我们有

|an + · · · am| ≤ |an − am|+ |am| < 3|an| < ϵ.


