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作业 1. 证明偏序集有可能不是有序集.

作业 2. 对于⼀个有序集 X, 定义关系 “≤” 如下:

(a ≤ b) ⇔ (a = b) ∨ (a < b).

证明集合 X 上的关系 “≤” 是⼀个偏序.

作业 3. 证明结合 {0, 1, 2} 上加法 “+” 采用 mod (3) 的加法, 是⼀个阿贝群.

作业 4. 设 A+B 是形如 a+ b 的数的集合, A ·B 是形如 a · b 的数的集合, 其中 a ∈ A ⊂ R, b ∈ B ⊂ R.
试检查是否总有

a) sup(A+B) = supA+ supB;

b) sup(A ·B) = supA · supB.

作业 5. 设 −A 是形如 −a 的数的集合, 这里 a ∈ A ⊂ R, 试证, sup(−A) = − infA.

作业 6. 如果 A ⊂ B ⊂ R, 那么 supA ≤ supB, ⽽ infA ≥ infB.
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解答作业 1. 偏序列集不是有序集: ⼦集合构成的集合, 关系是 “⊂”.

解答作业 2. 只需要按照定义证明:

1) 对任何 a ∈ X, a ≤ a;

2) (a ≤ b) ∧ (b ≤ a) ⇒ (a = b);

3) (a ≤ b) ∧ (b ≤ c) ⇒ (a = c).

解答作业 3. mod (3) 的加法定义如下:

0 + 0 = 0, 0 + 1 = 1, 0 + 2 = 2;

1 + 0 = 1, 1 + 1 = 2, 1 + 2 = 0;

2 + 0 = 2, 2 + 1 = 0, 2 + 2 = 1.

如下只需验证:

1) 存在 “0”元素使得 0 + x = x+ 0 = x, 对任意 x ∈ {0, 1, 2} 成立;

2) 存在 “负元素”, −0 = 0, −1 = 2, −2 = 1;

3) 分配律: x+ (y + z) = (x+ y) + z, 对任意 x, y, z ∈ {0, 1, 2} 成立;

4) 交换律: x+ y = y + x, 对任意 x, y ∈ {0, 1, 2} 成立.

解答作业 4. 先考虑 a), 假设 A 和 B 都是有界的, 答案是肯定的. 现证明 sup(A+B) ≤ supA+ supB:
因为 a ≤ supA, b ≤ supB, 所以 a + b ≤ supA + supB. ⽽ sup(A + B) 是 A + B 上界里最

小的; 再证明 sup(A + B) ≥ supA + supB, 用反正法, 假设 sup(A + B) < supA + supB, 则记

0 < δ = supA+ supB − sup(A+B). 因为 supA 是 A 的上确界, 因此 supA− 1
2
δ 不是上界, 故⽽存在

a ∈ A 使得 a > supA− 1
2
δ, 同理，存在 b ∈ B 使得 b > supB− 1

2
δ, 两式相加我们有, sup(A+B) < a+b,

⽭盾.
再考虑 b), 答案是否定的, 令 A = B = R−, A ·B ⽆上界.

解答作业 5. 这里我们假设 A 有界. 只需证明 sup(−A) ≥ − infA 以及 sup(−A) ≤ − infA.

解答作业 6. 这里我们假设 A 和 B 有界. 我们知道对于两个实数 r(X) 和 r(Y ), r(X) ≤ r(Y ) 意味着

X ⊂ Y . 假设对任意 a ∈ A 都有对应的戴德⾦分割 D(Xa), 定义 XA = ∪a∈AXa, 则我们知道 XA 对应

戴德⾦分割所定义的实数就是 supA. 同理我们定义 XB, 因为 A ⊂ B, 所以很显然 XA ⊂ XB, 因此

supA ≤ supB. 此外 −A ⊂ −B, 因此用上题结论, 得证.


