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作业 1. 试证:

a) 第⼀类椭圆积分

F (k, φ) =

∫ sinφ

0

dt√
(1− t2)(1− k2t2)

当 0 ≤ k < 1, 0 ≤ φ ≤ π
2
时有定义, ⽽且可以化成

F (k, φ) =

∫ φ

0

dψ√
1− k2 sin2 ψ

的形式.

b) 第⼀类全椭圆积分

K(k) =

∫ π/2

0

dψ√
1− k2 sin2 ψ

当 k → 1− 时⽆限增加.

作业 2. 试证:

a) 积分指数

Ei(x) =
∫ x

−∞

et

t
dt

对于 x < 0 有定义且⽆穷可微.

b) 当 x→ +∞ 时, 有

−Ei(x) = e−x

x

(
1− 1

x
+

2!

x2
− · · ·+ (−1)n

n!

xn
+ o

(
1

xn

))
.

c) 对于任何 x ∈ R, 级数
∞∑

n=0

(−1)n n!
xn 都不收敛.

d) 当 x→ 0+ 时, lix ∼ x
ln x

.

作业 3. 试证:

a) 函数
Fi(x) = 1√

π

∫ x

−x

e−t2dt,

1



2

叫做概率误差积分, 常用符号 erf(x) 表示 (来源于英⽂ error function), 它是在 R 上定义的奇函
数, ⽆穷可微且当 x→ +∞ 时有极限.

b) 如果 a) 中所说的极限等于 1(确实如此), 则当 x→ +∞ 时, 有

erf(x) = 2√
π

∫ x

0

e−t2dt = 1− 2√
π
e−x2

(
1

2x
− 1

22x3
+

1 · 3
23x5

− 1 · 3 · 5
24x7

+ o

(
1

x7

))
.

作业 4. 设函数 f(x) 在 (0, 1] 上单调, 在点 x = 0 的邻域内是⽆界的. 证明如果反常积分∫ 1

0

f(x)dx

收敛则有

lim
n→∞

1

n

∞∑
n=1

f

(
k

n

)
dx =

∫ 1

0

f(x)dx.
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预祝⼤家考试成功！
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解答作业 1. a) 根据连续性, 对任意 ϵ = f(x0)/2 > 0, 存在 δ > 0 使得 f(x) ≥ f(x0)/2, 对任意
x0 ∈ [a, b] ∩ U(x0, δ) 成立. 这段区间的长度⾄少是 min{δ, b− a}. 证毕.

b) 引理 7.1.20.


