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作业 1. 达布定理:

a) 设 s(f ;P ) 和 S(f ;P ) 是在闭区间 [a, b] 上定义的有界实值函数对应于这个区间的分划 P 的下达

布和及上达布和. 试证: 对于闭区间 [a, b] 的任两个分划 P1, P2, 成立

s(f ;P1) ≤ S(f ;P2).

b) 设分划 P̃ 是闭区间 [a, b] 分划 P 的开拓, ⽽ ∆i1 , · · · ,∆ik 是分划 P 的那样⼀些区间, 它们包含着
属于分划 P̃ 但不属于分划 P 的点. 试证: 成立如下估计:

0 ≤ S(f ;P )− S(f ; P̃ ) ≤ ω(f ; [a, b])(∆xi1
+ · · ·∆xik

),

0 ≤ s(f ;P )− s(f ; P̃ ) ≤ ω(f ; [a, b])(∆xi1
+ · · ·∆xik

).

c) I = sup
P

s(f ;P ), Ī = inf
P

S(f ;P ) 分别叫做函数在闭区间 [a, b] 上的下达布积分和上达布积分, 试

证: I ≤ Ī.

d) 试证达布定理:
I = lim

λ(P )→0
s(f ;P ); Ī = lim

λ(P )→0
S(f ;P ).

e) 试证: (f(x) ∈ R[a, b]) ⇔ (I = Ī). (达布判别法)

f) 试证: f(x) ∈ R[a, b],当且仅当对于任何 ϵ > 0,存在区间 [a, b]的分划 P 使得 S(f ;P )−s(f ;P ) < ϵ.

作业 2. 证明不连续函数

f(x) = sgn
(

sin π

x

)
, x ∈ (0, 1]; f(0) = 0

在 [0, 1] 上黎曼可积. 当 y ̸= 0 时, sgn(y) = y
|y| , 当 y = 0 时, sgn(y) = 0.

作业 3. 康托零测度集

a) 第⼆张第 4 节的问题 7 中所说的康托集是不可数的. 试验证, 它是勒贝格意义下的零测度集. 试
问: 怎样修改康托集的构造⽅法可以得到类似的处处 “有窟窿” 但测度不是零的集合. (这种集合
也叫康托集).

b) 设在区间 [0, 1] 上给定了⼀个函数, 它在某康托集外等于零, ⽽在康托集上等于 1. 试证: 当且仅当
该康托集是零测度集时, 给定的函数是黎曼可积的.
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c) 在区间 [0, 1] 上构造单调不减、连续的非常数函数, ⽽且最多除去⼀个具有零测度的康托集, 它的
导数处处为零.

作业 4. 勒贝格判别法:

a) 直接验证 (不准使用勒贝格判别法) 本节例 2 中的黎曼函数的可积性.

b) 试证: 有界函数 f ∈ R[a, b], 当且仅当对于任意的 ε > 0 和 δ > 0, 存在区间 [a, b] 的⼀个分划 P ,
使函数在其上的振幅⼤于 ε 的那些区间的长度之和不超过 δ.

c) 试证: f ∈ R[a, b], 当且仅当 f 在 [a, b] 上有界且对于任何 ε 和 δ > 0, 区间 [a, b] 上使 f 的振幅⼤

于 ε 的点的集合可以用有限多个开区间覆盖, ⽽这些开区间的长度和小于 δ. (杜布瓦雷蒙判别法)

d) 利用上题结果证明函数黎曼可积性的勒贝格判别法.

作业 5. 试证: 如果 f, g ∈ R[a, b], 且 f, g 是实的, 则 max{f, g} ∈ R[a, b], min{f, g} ∈ R[a, b].

作业 6. 试证:

a) 如果 f, g ∈ R[a, b], 在 [a, b] 上⼏乎处处有 f(x) = g(x), 则
∫ b

a
f(x)dx =

∫ b

a
g(x)dx.

b) 如果 f ∈ R[a, b], 在 [a, b] 上⼏乎处处有 f(x) = g(x), 则甚⾄当 g 在 [a, b] 上定义且有界时, 它也
可能是黎曼不可积的.

当堂小测验 4

测验 1. 设 f(x) ∈ C(1)[0, 1], 且 f(0) = 0, f(1) = 1, 求证:
∫ 1

0
|f(x)− f ′(x)|dx ≥ e−1.

测验 2. 设 f(x) ∈ C(1)[0, a], a > 0, 求证: |f(0)| ≤ 1
a

∫ a

0
|f(x)|dx+

∫ a

0
|f ′(x)|dx.

测验 3. 求椭球 x2

a2 + y2

b2
+ z2

c2
≤ 1 的体积.

测验 4. 判别下列⼴义积分的收敛性:∫ 1

0

lnx√
x(1− x)2

dx;

∫ +∞

0

[
ln
(
1 +

1

x

)
− 1

1 + x

]
dx.

测验 5. 设 f(x) 在 [a,+∞) 上单调下降, 且
∫ +∞
a

f(x)dx 收敛. 求证: lim
x→+∞

xf(x) = 0.
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解答作业 1. a) 考虑两个分划的并集 P3: ∆1, ∆2 · · · ,∆n. 显然 P3 是 P1, P2 的开拓. 则 s(f ;P1) ≤
s(f ;P3) ≤ S(f ;P3) ≤ S(f ;P2).

b) S(f ;P ) ≥ S(f ; P̃ )显然,另⼀⽅面 S(f ;P )−S(f ; P̃ ) ≤
k∑

j=1

(ω(f ;∆ik)∆xik
) ≤ ω(f ; [a, b])

k∑
j=1

∆xik
.

同理第⼆式成立.
c) a) 的直接推论.
d)根据下极限的定义, 我们有 S(f ;P ) ≥ inf

P
S(f ;P ), 对任意分划 P 成立. 所以 lim

λ(P )→0
S(f ;P ) ≥ Ī.

另⼀⽅面, 根据分划开拓的性质, 我们有 S(f ;P ) ≥ lim
λ(P )→0

, 因此 Ī ≥ lim
λ(P )→0

S(f ;P ). 证毕. 同理可证另
⼀半.

e) 夹逼定理, 具体见讲义.
f) ⼀⽅面 S(f ;P )− s(f ;P ) ≥ Ī − I, 得到充分性. 必要性可使用反证法, 由分划的任意性得到.

解答作业 2. 对于任何 1 > ϵ > 0,存在 N 满⾜ N > 1/ϵ. 记 x−
k = 1

kπ
− ϵ

2k+2 , x+
k = 1

kπ
+ ϵ

2k+2 , k = 1, ..., n.

则分划 P : 0 < x−
n < x+

n < · · · < x−
1 < x+

1 < 1, 满⾜
n∑

k=1

ω(f ;∆i)∆xi
< ϵ.

解答作业 3. a) 不可数是因为与⼆进制 0.β1β2 · · · 等势, 进⽽与 [0, 1] 实数集等势. 对任意 ϵ > 0, 我们
根据康托集合的构造⽅法, 依次将小区间分三段, 取两边, 取 [ln ϵ/ ln(2/3)] + 1 次后, 剩下的小段和小于
ϵ, 显然小段总数是可数的, 因此是零测度集合. 非零测度集合构造⽅法: 分 2× 4 份, 中间抠掉 2 份, 剩
下的 2 部分, 都分 9 份, 中间抠掉 1 份, 剩下的 4 部分 · · · 分 2 × (2k)2 份, 中间抠掉 2 份, 剩下的 2k

部分, 都分 (2k + 1)2 份, 中间抠掉 1 份, 剩下的 2k+1 部分 · · · , 可以证明测度为 1
2
.

b) 是否黎曼可积, 等价于对于任意 ϵ, 是否存在有限个集合覆盖所有康托集合, 且长度小于 ϵ, 即与
零测集定义等价.

c)任何 x ∈ [0, 1]可以表示为 0.α1α2 · · · ...,假设 k 是使得 αk = 1的最小 k,则 f(x) =
k−1∑
i=1

αi

(
2
3

)i
+

1
2

(
1
3

)k−1.

解答作业 4. a) 上周作业题 (8).
b) 先证明充分性, 如果 f 是常数函数, 证毕. 否则设 L = sup

x∈[a,b]

f(x)− inf
x∈[a,b]

f(x). 对于任何 ϵ > 0,

取 ε = ϵ/2(b− a), δ = ϵ/2L, 设分划 P : ∆1, · · · ,∆N 则
n∑

i=1

ω(f ; ∆i)∆i ≤ ε(a− b) + L · δ = ϵ. 证毕. 必

要性, 即存在 ε > 0 和 δ > 0, 使得任意分划 P , 振幅⼤于 ε 的区间和的长度和⼤于 δ, 显然 f 不黎曼可

积, 证毕.
c) 充分性同 b). 必要性利用引理 7.1.5, 黎曼可积函数在该区间有界.
d) 只需证明⼏乎处处连续等价于对于任意的 ε > 0 和 δ > 0, 存在区间 [a, b] 的⼀个分划 P , 使函

数在其上的振幅⼤于 ε 的那些区间的长度之和不超过 δ.

解答作业 5. 显然 ω(max{f, g};∆) ≤ max{ω(f ;∆), ω(g;∆)}, ω(min{f, g};∆) ≤ max{ω(f ;∆), ω(g;∆)},
对任意区间 ∆ ⊂ [a, b] 成立. 证毕.

解答作业 6. a) h(x) := f(x)− g(x) ∈ R[a, b]. 根据⼤小和定义, 易得
∫ b

a
h(x) = 0.

b) f(x) = 0, g 取 Dirichlet 函数 D(x) :=

{
1 x ∈ Q;

0 x /∈ Q.
证毕. 关键点在于⼏乎处处相等的两个函

数⼀个连续, 另⼀个不⼀定连续.


