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作业 1. 求不定积分:

(a)
∫

x+1√
x
dx (x > 0)

(b)
∫

e3x+1
ex+1

dx

(c)
∫ √

1− sin(2x)dx

(d)
∫
xe−x2

dx

(e)
∫

1
x2 sin

(
1
x

)
dx

(f)
∫

x
1+x2 dx

(g)
∫

sin5(x) cos(x)dx

作业 2. 证明: 如果 ∫
f(x)dx = F (x) + C,

则 ∫
f(ax+ b)dx =

1

a
F (ax+ b) + C, (a ̸= 0).

作业 3. 求不定积分:

(a)
∫

1
(1+x)(1+x2)(1+x3)

dx (x > 0)

(b)
∫

1
x4+1

dx

(c)
∫

1
x4−1

dx

(d)
∫

x2+5x+4
x4+5x2+4

dx

作业 4. 请问, 在什么条件下, 不定积分 ∫
ax2 + bx+ c

x3(x− 1)2
dx

是有理函数?

1



2

当堂小测验 2

测验 1. 求下列不定积分: ∫
1 + x+ x2

√
1 + x2

exdx;

∫
1

x

√
x+ 1

x− 1
dx;

∫
dx

x+
√
x2 + x+ 1

;

∫ cos3 x
cosx+ sinx

dx.
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解答作业 1. (a) 令 y =
√
x,

∫
x+1√

x
dx =

∫
y2+1

y
dy2 = 2

∫
(y2 + 1)dy = 2

3
y3 + 2y + C, 代⼊后得∫

x+1√
x
dx = 2

3
x3/2 + 2x1/2 + C.

(b) 令 y = ex,
∫

e3x+1
ex+1

dx =
∫

y3+1
(y+1)y

dy =
∫

y2−y+1
y

dy =
∫
y− 1 + 1

y
= 1

2
y2 − y+ ln y+C, 代⼊后得∫

e3x+1
ex+1

dx = 1
2
e2x − ex + x+ C.

(c)
∫ √

1− sin(2x)dx =
∫ √

1− cos
(
π
2
− 2x

)
dx =

√
2
∫ √

sin2
(
π
4
− x

)
dx. 因此, 当 x ∈ [−3π/4 +

2kπ, π/4+2kπ)时,
∫ √

1− sin(2x)dx =
√
2
∫

sin
(
π
4
− x

)
dx = −

√
2
∫

sin
(
π
4
− x

)
d
(
π
4
− x

)
=

√
2 cos

(
x− π

4

)
+

C. 否则,
∫ √

1− sin(2x)dx = −
√
2 cos

(
x− π

4

)
+ C.

(d)
∫
xe−x2

dx = − 1
2

∫
e−x2

d(−x2) = − 1
2
e−x2

+ C.
(e)

∫
1
x2 sin

(
1
x

)
dx = −

∫
sin

(
1
x

)
d
(
1
x

)
. = cos

(
1
x

)
+ C.

(f)
∫

x
1+x2 dx = 1

2

∫
1

1+x2 d(1 + x2) = 1
2

ln(1 + x2) + C.
(g)

∫
sin5(x) cos(x)dx =

∫
sin5(x)d sinx = 1

6
sin6(x) + C.

解答作业 2. 由于 a > 0, 我们有
∫
f(ax+ b)dx = 1

a

∫
f(ax+ b)d(ax+ b) = 1

a
F (ax+ b) + C.

解答作业 3. (a) 令 1
(1+x)(1+x2)(1+x3)

= t1
1+x

+ t2
(1+x)2

+ t3
1+x2 + t4x+t5

1−x+x2 . 可以求得: t1 = 1/3, t2 = 1/6,
t3 = 1/2, t4 == 1/3, t5 = 0. 所以

∫
1

(1+x)(1+x2)(1+x3)
dx = 1

3
ln(1 + x)− 1

6
1

(1+x)
+ 1

2
arctanx− 1

6
ln(x2 −

x+ 1)−
√
3
9

arctan
(

2x−1√
3

)
+ C.

(b)
∫

1
x4+1

dx =
∫ ( √

2
4 x+ 1

2

x2+
√
2x+1

+
−

√
2

4 x+ 1
2

x2−
√
2x+1

)
dx =

∫ ( √
2

4 (x+
√

2
2 )+ 1

4

(x+
√

2
2 )

2
+ 1

2

+
−

√
2

4 (x−
√

2
2 )+ 1

4

(x−
√

2
2 )

2
+ 1

2

)
dx=

√
2
8

ln
(

x2+
√
2x+1

x2−
√
2x+1

)
+

√
2
4

arctan(
√
2x+ 1) +

√
2
4

arctan(
√
2x− 1) + C

(c) 令 1
x4−1

= t1
x−1

+ t2
x+1

+ t3x+t4
x2+1

. 可以求得: t1 = 1/4, t2 = −1/4, t3 = 0, t4 = −1/2. 所以∫
1

x4−1
dx = 1

4
ln
∣∣∣x−1
x+1

∣∣∣− 1
2

arctanx+ C.
(d) 令 x2+5x+4

x4+5x2+4
�� t1x+t2

x2+1
+ t3x+t4

x2+4
. 可以求得: t1 = 5/3, t2 = −5/3, t3 = 1, t4 = 0.

所以
∫

x2+5x+4
x4+5x2+4

dx = 5
6

ln
(

x2+1
x2+4

)
+ arctanx+ C.

解答作业 4.
f(x) :=

ax2 + bx+ c

x3(x− 1)2
=

t1
x

+
t2
x2

+
t3
x3

+
t4

(x− 1)
+

t5
(x− 1)2

,

容易看出, 只要 t1 = t4 = 0, 则不定积分是有理函数.
我们有 t3 = lim

x→0
x3f(x) = c. t2 = lim

x→0
x2

(
f(x)− c

x3

)
= b + 2c. t1 = lim

x→0
x
(
f(x)− c

x3 − b+2c
x2

)
=

a+2b+3c. t5 = lim
x→1

(x− 1)2f(x) = a+ b+ c. t4 = lim
x→1

(x− 1)
(
f(x)− a+b+c

(x−1)2

)
= −a− 2b− 3c. 所以当

a+ 2b+ 3c = 0 时, 不定积分是有理数.

解答测验 1. (a) 利用公式
∫
(f(x) + f ′(x))exdx = exf(x) + C, 因为 (

√
1 + x2)′ = x√

1+x2 , 所以∫
1+x+x2
√
1+x2 e

xdx =
√
1 + x2ex + C.

(b) 令 u =
√

x+1
x−1

,
∫

1
x

√
x+1
x−1

dx = −4
∫

u2du
(u2+1)(u2−1)

= ln
∣∣∣ 1+u
1−u

∣∣∣− 2 arctanu+ C.
(c) 令

√
x2 + x+ 1 = −x+ t, 则有 x2 + x+ 1 = x2 − 2xt+ t2, 于是 x = t2−1

1+2t
, dx = 2 t2+t+1

(1+2t)2
dt, 从

⽽
∫

dx
x+

√
x2+x+1

= 2
∫

t2+t+1
t(1+2t)2

dt = 2 ln |t|+ 3
2(2t+1)

− 3
2

ln |2t+ 1|+ C.
(d)令 I =

∫ cos3 x
cos x+sin x

dx, J =
∫ sin3 x

cos x+sin x
dx. 则 I+J = x+ 1

4
cos 2x+C; I−J =

∫ cos3 x+sin3 x
cos x+sin x

dx =∫ (cos2 x−sin2 x)(1+ 1
2 sin 2x)

(cos2 x+sin2 x)2
=

∫ (1+ 1
2 sin 2x) cos 2x
1+sin 2x

dx = 1
4

sin 2x+ 1
4

ln(sin 2x+1)+C. 所以 I = (I+J)+(I−J)
2

=
1
x
x+ 1

8
cos 2x+ 1

8
sin 2x+ 1

8
ln(2 sin 2x+ 2) + C.


