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作业 1. 计算 f ′(x), 如果

a) f(x) =

{
exp

(
− 1

x2

)
, 如果x ̸= 0;

0, 如果x = 0,

b) f(x) =

{
x2 sin 1

x
, 如果x ̸= 0;

0, 如果x = 0,

c) 验证问题 a) 中的函数在 R 上任意次可微, 且 f (n)(0) = 0.

d) 验证问题 b) 中的函数的导数在 R 上有定义, 但不是 R 上的连续函数.

e) 证明函数

f(x) =

{
exp

(
− 1

(1+x)2
− 1

(1−x)2

)
, 当− 1 < x < 1,

0, 当|x| ≥ 1,

在 R 上任意次可微.

作业 2. 设 f ∈ C∞(R). 证明当 x ̸= 0 时

1

xn+1
f (n)

(
1

x

)
= (−1)n

dn

dxn

[
xn−1f

(
1

x

)]
.

作业 3. 设 f 是在 R 上可微的函数. 证明

a) 若 f 是偶函数, 则 f ′ 是奇函数.

b) 若 f 是奇函数, 则 f ′ 是偶函数.

作业 4. 举例说明, 如下定理中 f−1 在点 y0 连续的条件不是多余的.
定理 (关于反函数的导数): 设函数 f : X → Y 和 f−1 : Y → X 互为反函数, 且分别在点 x0 ∈ X 和 f(x0) = y0 ∈ Y

处连续. 如果函数 f 在点 x0 处可微且 f ′(x0) ̸= 0, 那么, 函数 f−1 在点 y0 也可微且 (f−1)′(y0) = (f ′(x0))
−1.

作业 5. 设函数 y = y(x) 由参数⽅程 x = a cos3(t); y = a sin3(t) 给出, 求 y′′xx.

作业 6. 函数 f(x) 在全数轴上可微且 f ′(x) 可以不连续.

a) 证明: 函数 f ′(x) 只可能有第⼆类间断点.

b) 指出下述对于 f ′(x) 的连续性的 “证明” 中的错误.
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设 x0 是 R 中任意一点且 f ′(x0) 是函数 f 在点 x0 处的导数. 根据导数的定义和拉格朗日定理

f ′(x0) = lim
x→x0

f(x)− f(x0)

x− x0
= lim

x→x0

f ′(ξ) = lim
ξ→x0

f ′(ξ),

其中 ξ 是 x0 和 x 之间的点, 从而当 x → x0 时也趋于 x0.

作业 7. a) 将拉格朗日定理用于函数 1
xα , 其中 α > 0, 证明对于 n ∈ N 和 α > 0 成立不等式

1

n1+α
<

1

α

(
1

(n− 1)α
− 1

nα

)
.

b) 用问题 a) 的结果证明级数
∞∑

n=1

1
nσ 当 σ > 1 时收敛.

作业 8. 证明: 如果 f(x) 在 [a,+∞) 上可微且 lim
x→+∞

f ′(x) = 0, 则 lim
x→+∞

f(x)
x

= 0.

作业 9. 证明: 如果函数 f(x) 在有穷区间 (a, b) 上可微但⽆界, 则其导数 f ′(x) 在 (a, b) 上也⽆界.

作业 10. 设 f(x) 在闭区间 [a, b] 上可微, 其中 0 < a < b. 证明: 存在 ξ ∈ (a, b) 使得

1

b− a

∣∣∣∣∣
(

f(a) f(b)

a b

)∣∣∣∣∣ = f(ξ)− ξf ′(ξ).
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解答作业 1. a) 对 ∀x ̸= 0, f ′(x) = 2
x3 exp

(
− 1

x2

)
; f ′(0) = lim

x→0

exp(− 1
x2 )

x
= lim

y→∞
y

exp(y2)
= 0.

b) 对 ∀x ̸= 0, f ′(x) = 2x sin 1
x
− cos 1

x
; f ′(0) = lim

x→0
=

x2 sin 1
x

x
= 0.

c) 对 x ̸= 0, 我们证明 f (n)(x) 存在且 f (n)(x) = pn
(
1
x

)
exp

(
− 1

x2

)
, 这里 pn 是维数不超过 3n 的多

项式. n = 1 时显然成立, 假设 n = k(k ≥ 1) 时成立, 则, f (k+1)(x) = f (k)(f ′(x)) = f (k)
(

2
x3 f(x)

)
, 根据

莱布尼兹公式及归纳假设, 证毕. f (n)(0) = lim
x→0

= f(n−1)(x)
x

= lim
y→∞

ypn−1(y)
exp(y2)

= 0.
d) 显然 f ′(x) 在 x = 0 处不连续.
e) 同理.

解答作业 2. 数学归纳法. 显然 n = 1 时成立, 下面假设 1, ..., n 都成立, 则

dn+1

dxn+1

[
xnf

(
1

x

)]
=

dn

dxn

[
nxn−1f

(
1

x

)
− xn−2f ′

(
1

x

)]
= n

dn

dxn

[
xn−1f

(
1

x

)]
−
(

dn−1

dxn−1

[
xn−2f ′

(
1

x

)])′

= n(−1)n
1

xn+1
f (n)

(
1

x

)
− (−1)n−1

[
1

xn
f (n)

(
1

x

)]
= (−1)n+1 1

xn+2
f (n+1)

(
1

x

)
解答作业 3. a)对任意 x ∈ R,我们有 f ′(x) = lim

h→0

f(x+h)−f(x)
h

= lim
h→0

f(−x−h)−f(−x)
h

= − lim
−h→0

f(−x−h)−f(−x)
−h

=

−f ′(−x), 证毕. b) 同理.

解答作业 4. f(x) =

{
x, 如果0 ≤ x ≤ 1;

x− 1, 如果x > 2,
则 f−1(x) =

{
x, 如果0 ≤ x ≤ 1;

x+ 1, 如果x > 1.

我们有 f(x) 在 x = 1 处可微, 但 f−1(x) 在 y0 = f(x0) = 1 处不可微.

解答作业 5. dy
dt

= 3a sin2(t) cos(t), dx
dt

= −3a cos2(t) sin(t), 所以 dy
dx

= dy
dt
/dx

dt
= − tan(t). 因此,

y′′xx = d
dt

(
dy
dx

)
/dx

dt
= 1

cos2(t)/(3a cos2(t) sin(t)) = 1/(3a cos4(t) sin(t)).

解答作业 6. 假设不存在第⼆类间断点, 所以 lim lim
x→x+

0

f ′(x) 和 lim lim
x→x−

0

f ′(x) 都存在. 不妨假设前者是

g+, 后者是 g−. 则对任意 ϵ > 0, 存在 δ > 0 使得, |f ′(x)− g+| < ϵ/4 对任意 x0 < x ≤ x0 + δ 成立. 另
⼀⽅面, 根据导数定义, 存在 delta′ > 0 使得, 对任意 0 < |h| ≤ delta′, 有 | f(x+h)−f(x)

h
− f ′(x)| < ϵ/4,

另⼀⽅面, 由连续性, 存在 δ′′ > 0, 对任意, x0 < x ≤ x0 + min{δ′′, δ}, 使得 |f(x+ h)− f(x0 + h)| ≤ ϵh,
|f(x) − f(x0)| ≤ ϵh 同时满⾜, 于是我们有 |f ′(x0) − g+| < ϵ, 成立, 同理可证 |f ′(x0) − g−| < ϵ, 也即
g+ = g− = f ′(x0), 因此 f ′(x) 在 x0 连续. 证毕.

b) 最后⼀个等式不对, 只能证明对任意 ϵ > 0 和任意 δ > 0, 在 x0 的 δ-邻域内存在 ξ 使得

|f ′(x0)− f ′(ξ)| < ϵ. 这和极限的定义不⼀致.

解答作业 7. a) 考察函数 f(x) = − 1
αxα , 我们有 f ′(x) = 1

x1+α . 根据拉格朗日定理, 我们有

1

α

(
1

(n− 1)α
− 1

nα

)
= f(n)− f(n− 1) = f ′(ξ) =

1

ξ1+α
>

1

n1+α
.

这里 ξ ∈ (n− 1, n).
b)

∞∑
n=1

1
nσ < 1 + 1

σ−1

(
1

1σ−1 − 1
2σ−1 + 1

2σ−1 − 1
3σ−1 + ...

)
= 1 + 1

σ−1
= σ

σ−1
.
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解答作业 8. 因为 lim
x→+∞

f ′(x) = 0, 所以对任意 ϵ > 0, 存在 N1 > 0, 使得 |f ′(x)| < ϵ/2. 有拉格朗日定

理, 对任意 x > N1, 存在 ξ ∈ (N1, x) 使得 f ′(ξ) = f(x)−f(N1)
x−N1

, 因此我们有
∣∣∣ f(x)−f(N1)

x−N1

∣∣∣ < ϵ/2. 另⼀⽅面
存在 N2 > 0, 使得当 x > N2 时, f(N1)

x
< ϵ/2. 所以对于任何 x > max{N1, N2}, 我们有∣∣∣∣f(x)x

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣f(x)− f(N1)

x
+

f(N1)

x

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣f(x)− f(N1)

x

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣f(N1)

x

∣∣∣∣
<

∣∣∣∣f(x)− f(N1)

x−N1

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣f(N1)

x

∣∣∣∣ ≤ ϵ/2 + ϵ/2 = ϵ.

证毕.

解答作业 9. 任取 x0 ∈ (a, b), 对任意 C > 0, 因为 f(x) ⽆界, 因此存在 x1 ∈ (a, b) 使得 |f(x1)| >
(b − a)C + |f(x0)|. 根据拉格朗日定理, 存在 ξ ∈ (x0, x1) ∪ (x1, x0), 使得 f ′(ξ) = f(x0)−f(x1)

x0−x1
, 因此

|f ′(ξ)| =
∣∣∣ f(x0)−f(x1)

x0−x1

∣∣∣ ≥ ∣∣∣ f(x0)−f(x1)
b−a

∣∣∣ ≥ ∣∣∣ f(x1)
b−a

∣∣∣− ∣∣∣ f(x0)
b−a

∣∣∣ > C. 证毕.

解答作业 10. 取 h(x) = xf
(
1
x

)
. 对

[
1
b
, 1
a

]
使用拉格朗日定理, 证毕.


