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考题 1. (5 分) 利用 ϵ− δ 语⾔证明: lim
n→∞

2015×2n+n2+20×sin(n)
n!

= 0.

解答 1. 对于任意 ϵ > 0, 存在 N =
[
8081
ϵ

+ 3
]
, 对任意 n > N , 我们有

2015× 2n + n2 + 20× sin(n)
n!

<
2015× 22

n× 1
+

n

(n− 2)(n− 1)
+

20

n

<
8080

n
+

1

n− 3
<

8081

n− 3
< ϵ.

证毕.

考题 2. (10 分) 求极限:

a) lim
x→+∞

x2015

ex
b) lim

x→0+
xxx−1.

解答 2. a) 先考虑 bn = n2015

en
的收敛性. 由于 lim

n→∞
|bn/bn−1| = lim

n→∞

∣∣∣∣1e (1 + 1
n−1

)2015∣∣∣∣ = 1
e
< 1, 因此

对于 1/α < q < 1, 存在 N > 0, 使得 bn
bn−1

≤ q, 对任何 n > N 成立. 也即 0 < bn ≤ bNqn−N 对任意

n > N 成立, 由于 lim
n→∞

bNqn−N = 0, 由两边夹定理, lim
n→∞

bn = 0. 然后

0 ≤ x2015

ex
≤ ([x] + 1)2015

e[x]
= a · ([x] + 1)2015

e[x]+1
.

再次利用两边夹定理, 我们有 lim
x→+∞

x2015

ex
= 0.

b) 首先 lim
x→0+

x lnx = lim
x→0+

ln x
1
x

= lim
x→0+

1
x

− 1
x2

= lim
x→0+

−x = 0. 又有 lim
x→0+

ex−1
x

= ex

1
= 1. 因此,

lim
x→0+

ex ln x−1
x ln x

= lim
x ln x→0+

ex ln x−1
x ln x

= 1. 进⼀步,

lim
x→0+

x ln2 x = lim
x→0+

ln2 x
1
x

= lim
x→0+

2 ln x
x

− 1
x2

= lim
x→0+

−2x lnx = 0.

故⽽

lim
x→0+

(ex ln x − 1) lnx = lim
x→0+

ex ln x − 1

x lnx
x ln2 x = 1 · 0 = 0.

最后我们可得 lim
x→0+

xxx−1 = lim
x→0+

e(x
x−1) ln x = e(e

x ln x−1) ln x = e0 = 1.

1
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考题 3. (10 分) 设连续函数 f(x) 满⾜

sup
x,y∈R

|f(x+ y)− f(x)− f(y)| < ∞,

⽽且 lim
n→∞

f(n)
n

= 2015. 请证明: sup
x∈R

|f(x)− 2015x| < ∞.

解答 3. 根据函数的特性, 存在 B > 0 使得, |f(x+ y)− f(x)− f(y)| < B, 对任意 x, y ∈ R 成立.
接着用数学归纳法证明: |f(kn) − kf(n)| ≤ (k − 1)B 对任意 k ∈ N, k ≥ 2 和 n ∈ N 成立. 首先

k = 2 时根据特性直接成立, 对于 k > 2, 我们有

|f(kn)− kf(n)| ≤ |f(kn)− f((k − 1)n)− f(n)|+ |f((k − 1)n)− (k − 1)n| ≤ B + (k − 2)B = (k − 1)B.

进⼀步 ∣∣∣∣f(kn)k
− f(n)

∣∣∣∣ < B.

对于任意自然数 n, 由于
lim
k→∞

f(kn)

kn
= 2015,

我们知道存在 Kn, 使得对任意 k > Kn 有∣∣∣∣f(kn)kn
− 2015

∣∣∣∣ ≤ 1

n
,

也即 ∣∣∣∣f(kn)k
− 2015n

∣∣∣∣ ≤ 1.

因此

|f(n)− 2015n| ≤
∣∣∣∣f(n)− f(kn)

k

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣f(kn)k
− 2015n

∣∣∣∣ ≤ B + 1.

另⼀⽅面, 根据函数的连续性, 我们知道存在 δ > 0 使得, |f(x) − 2015x| < δ, 对任意 x ∈ [0, 1] 成

立.
对任意 x ∈ R+ ∪ {0}, 存在分解 x = m+ ξ, 其中 m ∈ N, ξ ∈ [0, 1). 于是

|f(x)− 2015x| = |f(m+ ξ)− f(m)− f(ξ) + f(m)− 2015m+ f(ξ)− 2015ξ|

≤ |f(m+ ξ)− f(m)− f(ξ)|+ |f(m)− 2015m|+ |f(ξ)− 2015ξ|

≤ B +B + 1 + δ = 2B + δ + 1.

对任意 x ∈ R−, 存在分解 ξ = x+m, 其中 m ∈ N, ξ ∈ [0, 1). 于是

|f(x)− 2015x| = |f(x) + f(m)− f(ξ)− f(m) + 2015m+ f(ξ)− 2015ξ|

≤ |f(m+ x)− f(m)− f(x)|+ |f(m)− 2015m|+ |f(ξ)− 2015ξ|

≤ B +B + 1 + δ = 2B + δ + 1.

综上所述, |f(x)− 2015x| 对任意 x ∈ R 有界, 证毕.
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考题 4. (10 分) 在 [0, 1] 上构造⼀个实值函数 f(x), 使得它在 [0, 1] 内单调, 在所有的有理点上都不连
续⽽且满⾜ f(0) = 0 和 f(1) = 1.

解答 4. 首先 [0, 1] 内的有理数由于是可数集, 可以做如下排序: q1, q2, q3, · · · . 另⼀⽅面我们定义

f(qi) =
1

2i+1 , i = 1, 2, · · · . 我们构造如下函数 f(x) =

 0, 如果x = 0;
1
2
+
∑

i∈Ωx

f(qi), 如果x ∈ (0, 1], 其中

Ωx := {i | qi ≤ x}.

容易验证 f(0) = 0, f(1) =
∞∑

n=1

f(qi) = 1, f(x) 单调并且在所有有理点 qj 都有长度⾄少为 1
2j+1 的跳跃

间断点.

考题 5. (10 分) 函数 f(x) 的泰勒公式 (拉格朗日余项) 为

f(x) = f(x0) + f ′(x0)(x− x0) + · · ·+ f (n)(x0)

n!
(x− x0)

n +
f (n+1)(ξn)

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1.

ξn 介于 x0 和 x 之间. 如果 f (n+2)(x0) ̸= 0, 请证 lim
x→x0

ξn−x0

x−x0
= 1

n+2
.

解答 5. 记 θ = ξn−x0

x−x0
, 联立展开到 n + 1 阶的泰勒公式 (拉格朗日余项) 和 n + 2 阶的泰勒公式 (皮亚

诺余项), 可以得到

f (n+1)(x0 + θ(x− x0))

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1 =
f (n+1)(x0)

(n+ 1)!
(x− x0)

n+1 +
f (n+2)(x0)

(n+ 2)!
(x− x0)

n+2 + o((x− x0)
n+2)

上式两边同时乘以 (n+ 1)!/(x− x0)
n+2, 得到

f (n+1)(x0 + θ(x− x0))

x− x0

− f (n+1)(x0)

x− x0

=
f (n+2)(x0)

n+ 2
+ o((x− x0))

θ · f
(n+1)(x0 + θ(x− x0))− f (n+1)(x0)

θ(x− x0)
=

f (n+2)(x0)

n+ 2
+ o((x− x0)),

两边同时取极限 x → x0 可得: f (n+2)(x0) · lim
x→x0

θ = f(n+2)(x0)
n+2

, 也即 lim
x→x0

θ = 1
n+2

. 证毕.

考题 6. (15 分) 计算不定积分:

a)
∫

e−2x sin(5x)dx; b)
∫ cos3(x)

sin4(x)
dx; c)

∫
2x3 + x2 + 2x− 1

x4 − 1
dx.

解答 6. a) 记 I =
∫
e−2x sin(5x)dx, 于是

I = −1

2

∫
sin(5x)de−2x

= −1

2
e−2x sin(5x) + 1

2

∫
e−2xd sin(5x)
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= −1

2
e−2x sin(5x) + 5

2

∫
e−2x cos(5x)dx

= −1

2
e−2x sin(5x)− 5

4

∫
cos(5x)de−2x

= −1

2
e−2x sin(5x)− 5

4
e−2x cos(5x) + 5

4

∫
e−2xd cos(5x)

= −1

2
e−2x sin(5x)− 5

4
e−2x cos(5x)− 25

4
I.

因此 I = − 2
29
e−2x sin(5x)− 5

29
e−2x cos(5x) + C.

b) ∫ cos3(x)
sin4(x)

dx =

∫
1− sin2(x)

sin4(x)
d sin(x) = − 1

3 sin3(x)
+

1

sin(x) + C.

c)

2x3 + x2 + 2x− 1

x4 − 1
=

2(x2 + x+ 1)

(x+ 1)(x2 + 1)
+

x+ 1

(x− 1)(x2 + 1)

=
1

x+ 1
+

x+ 1

x2 + 1
+

1

x− 1
− x

x2 + 1
=

2x

x2 − 1
+

1

x2 + 1
.

因此 ∫
2x3 + x2 + 2x− 1

x4 − 1
dx = ln |x2 − 1|+ arctan(x+ 1) + C.

考题 7. (15 分) 计算黎曼积分:

a)
∫ π+1

1

sin2(x)dx; b)
∫ 1

0

(1− x2)2015; c)
∫ π/2

0

sin(x) sin(2x) sin(3x)dx.

解答 7. a) ∫ π+1

1

sin2(x)dx =

∫ π+1

1

1− cos(2x)
2

dx =

∫ π+1

1

1

2
dx− 1

4

∫ π+1

1

cos(2x)d(2x)

=
1

2

∣∣∣∣π+1

1

− 1

4
sin(2x)

∣∣∣∣π+1

1

=
π

2
.

b) 首先 ∫ 1

0

(1− x2)2015dx =

∫ π
2

0

(1− sin2(x))2015d sin(x) =
∫ π

2

0

cos4031 xdx.

另⼀⽅面, 记 In =
∫ π/2

0
cosn xdx, 我们有

In =

∫ π/2

0

cosn−1 xd sinx

= cosn−1 x sinx+ (n− 1)

∫ π/2

0

sin2 x cosn−2 xdx

= (n− 1)In−2 − (n− 1)In.
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所以 In = n−1
n

In−2. 因为 I1 = 1, I0 = π
2
, 我们有 In =

{
(2k−1)!!
(2k)!!

· π
2

n = 2k;
(2k)!!

(2k+1)!!
n = 2k + 1.

所以

∫ 1

0

(1− x2)2015dx

∫ π
2

0

cos4031 xdx =
4030!!

4031!!
.

c) ∫ π/2

0

sin(x) sin(2x) sin(3x)dx

=

∫ π/2

0

sin(x) · cos(5x)− cos(x)
2

dx

=

∫ π/2

0

sin(2x)
4

− sin(6x)− sin(4x)
4

dx

= −cos(2x)
8

∣∣∣∣π/2
0

− cos(4x)
16

∣∣∣∣π/2
0

+
cos(6x)

24

∣∣∣∣π/2
0

=
1

6
.

考题 8. (10 分) 设函数 f(x) 在闭区间 [a, b] 上连续可微⽽且 f(a) = 0. 证明不等式 M2 ≤ (b −
a)
∫ b

a
(f ′(x))2dx, 其中 M = sup

a≤x≤b
|f(x)|.

解答 8. 首先证明 Hölder 不等式对任意闭区间 [a, b] 内的平⽅可积函数 f(x), g(x) 成立, 即: f2, g2 ∈
R[a, b]. (∫ b

a

f(x)g(x)dx

)
≤
∫ b

a

f2(x)dx ·
∫ b

a

g2(x)dx.

如果 f, g 都在 [a, b] 内恒等于 0, 结论显然成立. 否则不妨假设 g 不恒等于 0, 于是
∫ b

a
g2(x)dx > 0. 对

于任意给定的 λ, 显然 f(x)− λg(x) 也平⽅可积, 因此

0 ≤
∫ b

a

(f(x)− λg(x)2dx =

∫ b

a

f2(x)dx− 2λ

∫ b

a

f(x)g(x)dx+ λ2

∫ b

a

g2(x)dx,

将 λ =
∫ b

a
f(x)g(x)dx/

∫ b

a
g2(x)dx 代⼊上式, 立即得证.

对任意 x ∈ [a, b], 我们有

|f(x)− f(a)| =
∣∣∣∣∫ x

a

f ′(t)dt

∣∣∣∣ ≤
√∫ x

a

(f ′(t))2dt ·

√∫ x

a

12dt =

√∫ x

a

(f ′(t))2dt
√
x− a. (1)

其中小于等于利用到了 Hölder 不等式. 根据 f(x) 的连续性, 必存在 x∗ 使得 f(x∗) = M , 将之代
⼊(1)可得 M ≤

√
(x∗ − a) ·

∫ x

a
(f ′(y))2dy ≤

√
(b− a)

∫ b

a
(f ′(y))2dy, 两边取平⽅, 证毕.

考题 9. (10 分) 令 An =
∑n

k=1 ln(k + 1), 证明级数
∞∑

n=1

1
An
发散.
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解答 9. An =
∞∑

n=1

ln(k + 1) < n ln(n + 1) < (n + 1) ln(n + 1), 因此 1
An

> 1
(n+1) ln(n+1)

. 另⼀⽅面
∞∑

n=1

1
(n+1) ln(n+1)

与
∫ +∞
2

1
x ln(x)dx = ln(ln(x))|+∞

2 同时收敛或发散, 后者显然发散, 因此前者发散, 进⽽
∞∑

n=1

1
An
发散.

考题 10. (5 分) 计算反常积分
∫ +∞
0

ln(x)
(1+xln(x))x

dx.

解答 10. 首先 ∫ +∞

0

ln(x)
(1 + xln(x))x

dx =

∫ +∞

0

ln(x)
1 + e(ln(x))2

d ln(x).

做变量代换 y = lnx, 我们有 ∫ +∞

0

ln(x)
(1 + xln(x))x

dx =

∫ +∞

−∞

y

1 + ey2 dy.

另⼀⽅面, y

1+ey2 是奇函数, 并且
∫ +∞
0

y

1+ey2 dy 存在, 因此
∫ +∞
0

y

1+ey2 dy = −
∫ 0

−∞
y

1+ey2 dy, 进⽽∫ +∞
0

ln(x)
(1+xln(x))x

dx = 0.


